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Introduction générale

Un champs de vecteurs B défini sur un domaine €2 est dit de Beltrami s’il

satisfait le systeme
rot Bx B =0, (1)

div B =0 (2)

Depuis leur introduction par le mathématicien italien F.Beltrami en 1889 ces
champs n’ont commencé a susciter une réelle attention qu’a partir des années cin-
quante avec les premiers travaux de Bjorgum et de Lundquist. cet intérét s’est
ensuite par leur apparition dans de nombreux domaines de la physique : en phy-
sique des plasmas, en astrophysique et plus particulierement, en physique solaire,
en mécanique des fluides - ils sont solutions de équation d’ Euler stationnaire et en
électromagnétisme. En pratique, la premiere équation, qui signifie que le champs

est souvent remplacée par
rot B = a(x)B (3)

Ou « est une fonction qui dépend de la position x.La nouvelle forme est qu’elle
permet de classifier les champs de Beltrami,Les champs de Beltrami linéaire il s’agit
du cas ou la fonction a est constante et ne dépend pas de la variable d’espace x.
Dans ce cas « peut étre une constante connue ou inconnue. Champs de Beltrami
non-linéaire il s’agit du cas dans « est une fonction qui dépend de x

Le objectif de ce mémoire est de traiter les questions d’existence et d’unicité
et de régularité de ces a ces champs dans un domaine tri-dimensionnels borné.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces de Sobolev

1.1.1 Espace H™(Q2), H]"(Q2), H™(Q)

Définition 1 Soit Q un ouvert de R? pour tout entier K > 0 on définit l’espace
de Sobolev H™(R2) de la fagon suivante

H™Q) ={ue L*Q),0"u e L*(Q),Ya € N | a |< K} (1.1)
Muni de la norme .
lullm=( 32 [ 0%wllz2)? (1.2)
ol <K
et la semi norme
who= (3 119" 172)2 (13)

De fagon équivalente, on a H°(Q) = L*(Q) et H"(Q)= {u € H™(Q),Vu €
H™(Q)}. On définit lespace HF'(Q)) comme l'adhérence de D(Q) dans H™(),
I’ensemble des fonctions de classe C'*° a support compact dans 2.

Remarque 1 L’application w —| u |10 défini un semi norme sur H™(S) et une
norme sur HJ"(QY) d’aprés l'inégalité de Poincaré-Friedrich voir Girault-Raviart
page 3

Proposition 1 Les espaces H™(S2) et Hy"(S2) ainsi définis sont des espaces de Hil-
bert et de plus , si Q) et lipschitzien, alors [’ensemble C*°(Q)) des fonction réquliéres
Jusqu’au bord de Q) est dense dans H™(S2)

Rappelons que H~™(f) signifie le duale topologique de HJ*(Q2) .
Maintenant on va donner une propriété importante pour les éléments de H™(f2)

3



s’appelle la trace,on peut la voir comme un prolongement jusqu’au bord mais elle
est nécessaire poser que €2 est lipschitzienne

Théoréme 1 Soit Q un ouvert borné Lipschitzien de RY. L application
Yo:u€ C®(Q) = y(u) = wr € LX(D). (1.4)

Se prolonge de maniére unique, et de fagon continue d l'espace de Sobolev H' ()
.On appelle opérateur vy ainsi obtenu, 'application de trace .
L opérateur o n'est pas surjectif sur L*(I"). L’image de o est un espace de Sobolev
fractionnaire appelé H%(F) et qui un Hilbert pour la norme

ulid iy = pemninf 1 e
Dans ces conditions, il existe un opérateur linéaire continu Ry : L*(I") — H'(Q),

dit de relevement qui vérifie
’}/()OR() = Idp

Remarque 2 La théoréeme précédente donnons la notion de trace pour les éléments
de HY(Q2) , on peut prolonger la pour tout entier m. Les fonctions de L*(Q2) n’admet
pas en général un prolongement jusqu’au bord

Maintenant on va donner la formule de Green pour les éléments de H'((Q2).

Lemme 1 Soit Q un ouvert borne de R? avec un bord Lipschitz-continue T' .
~ pour u et v dans H'(Q)et pour tout 1 <i < N on a

/Qu(g;;)dx — —L(SZ)v dm+/F%(u ) nyds (1.5)

~ soit we H*(Q) ona :

2
ou Ov 0“u ou V)nds (1.6)
4

N N
i:zlfﬂaxiaxidx: _;/Qaniv d:E—f—/F%(a

telle que m; sont les composants de vecteur n = (ny, .., n,) de plus on a

ou
( grad u , grad v ) = —(Au,v) + /F(a—n)’yo'v ds



1.2 Probléme de Poisson avec condition de Diri-
chlet et de Neumann

Nous allons maintenant aborder la résolution de quelques équations aux déri-
vées partielles elliptiques du second ordre. plus précisément probleme de poisson
avec condition de Dirichlet et Neumann, pour étudier ces problemes on va donner
une théoréme qui joue un role important dans E D P

Théoréme 2 (Lax-Milgram)[1] Soit H un espace de Hilbert réel, a une forme
bilinéaire sur H et L forme linéaire. On suppose que

1. a est continue :
Vu,v € H,la(u v )| <||al|llulu] o] (L.7)
2. a est coercive : il existe a > 0 tel que

vue H, a(u,v) > aful? (18)

3. L est continue :

Vu € H, | L(w)| <[|L|[|ul|x (1.9)

Alors il existe un unique w dans H qui vérifie
Vv e H,a(u, v) = L(v) (1.10)

et celui-ci vérifie

|z
< 1.11
R (111)

Si de plus a est symétrique, alors w est aussi ['unique élément de H qui
minimise la fonctionnelle

J(v) = ;a(v, v) — L(v). (1.12)

1.2.1 Probleme de Poisson avec condition aux limites de
Dirichlet non homogene

Soit résoudre le probleme suivent

(1.13)

u= g, sur [’

{—Au:f, dans 2



Ot Au = N, 24 telle que f € H1(Q) et g € Hz(I'). La premidre étapes qui

i=1 x2
nous avons faire est la construction de la formulation faible de probleme (1.13),
soit V = HJ(Q) et
a(u,v) = (grad u,grad v).
il est claire que a est continue dans H}(Q)?application a est coercive sur
HE($). Comme lespace Hz(I') est D'espace des traces des éléments de H(€)

alors on peut trouver une fonction ug telle que uy = g;le probleme
trouver u € H'(Q) telle que :

u—u € H}(Q)

{ a(u—ug,v) =<f,v>—a(uy,v),VveH Q) (1.14)

Comme a est continue. L’image de L’application L : v. —< fiv > — a(ug, V)
est dans l'espace H (). D’apres la théoréme de Lax Milgram le probleme (1.14)
admet un et une seule solution dans H'(Q), on prend v € D(Q) dans la deuxi¢me
équation de systeme (1.14) on trouve :

a(u,v) = — < Au,v>=<f,v>Vve D)

alors u est vérifié

(1.15)

u—u € H}(Q)
—Au = f dans H(Q)

Inversement, tout solution de (1.15)est une solution de (1.14) et par la densité de
D(Q) dans H{(£2) donc (1.15) et (1.13) sont équivalent . 'application L — u — uy
est un isomorphisme de H () vers H;(2) de plus on a

[u—ug 1< Co || Ll-10

Il est claire que
L o<l fll-1e + [l uo [l10

Alors
| u|lo< Cs{ll fll-1.0 + || uo [1.0}Vug € Hl(Q),telle que uy = g sur I'

Proposition 2 (/1)) Le probléme (1.14) admet un et une seule solution w et il
existe un constant C' telle que vérifier

o < C{lfll-rotllgll: o} (1.16)

(K

La régularité de la solution u de (1.14) est liée par les donnes f et g, et la théoreme
suivante explique la relation entre la régularité de u et f.g.

6



Théoréme 3 ([1]) Soit Q un domaine ouvert de RN et avec un bord T de classe
CH*L. pour tout entier k > 0 les donnes de probléme(1.13) Vérifiés

fe Whr(Q), g e Wht2=/re() (1.17)
Alors uw € WH2P(Q) et il existe un constant C'telle que

w20 CLUL Fllkpo + | g llke21/ppr} (1.18)

1.2.2 Probléeéme de Poisson avec condition aux limites de
Neumann non homogene :

Nous avons le probleme suivant

—Au="f, dans €
g—ﬁ =g, sur I’

telle que f € L*(Q) et g € H%(F) verifies : (1.19)

Jofde+<g,1>p=0
Ou
ou
on
Il n’y aucune chance pour que la solution soit unique, pour éviter ce probleme nous
avons définit I'espace H'(2)/R muni de la norme

= vVu.n

¥l @y = in v (1.20
cet espace est un espace de Hilbert et la norme ||V||g1(q)/r est équivalente a |v]; o

On introduisons le probleme suivant

{ Trauver v € H'/R

a(i,¥v) = L (V) (1.21)

Telle que a(a,v) = (Vu,Vv)Vu e uVo €V et L:v — (f,v)+ < g,v >Yv €V
, d’apres la théoreme de Lax-Milgram le probléme (1.21) admet un et une seule
solution dans H'(2)/R, le probleme (1.21) est équivalent &

{ Trauver u € H'(Q)

a(u,v) =L(v) (1.22)

si 1 est une solution de probleme (1.21) et u € H?*(2)/R implique que u est
une solution de probleme (1.22) telle que

| uf1o< C([[flloo+lel ) (1.23)

-1
HZ (I



Proposition 3 (/1)) le probléme (1.21) admet une solution unique @ dans H*(Q2)/R
et u dépend continument a les donnés de probléeme (1.20) telle que

[ulio < CC Al @+l V€ u (1.24)

-1
HZ (I
de plus si w € H*(Q)/R alors w est la solution unique de (1.19).

Pour la régularité de la solution nous avons donner la théoreme suivant

Théoréme 4 ([1]) Soit Q un ouvert borné de RY, avec un bord T de classe C*!
ou k> 0 Supposons que f et g sont les données de probléeme (1.19) telle que

FeWrP(Q), ge W' "3P(I)1 < p < 0. (1.25)
Alors w € WF2P(Q) /R et il existe un constant C = C(k,p, Q) telle que
lullwnizr@yr < CLllAlkpotIglkia-1 0} (1.26)

Preuve. voir Girault-Raviart page 15 m

Maintenant on va définir quelques espaces importants H (div, ) et H(rot, ().
Sont deux sous espaces de champs de vecteurs L2(2)"Y, On définit 1'espace

H(div, Q) = {v e L*(Q",divv € L*(Q)}. (1.27)

N
Telle que div v = g;%' muni de la norme suivante
i=1 7%

. 1
Vllaiv.e = (IVIIZ20)+Idiv VI72(0))2 (1.28)

Cet espace est un espace de Hilbert et on peut remarquer que l'injections suivants
HY () — H(div, Q) — L*(Q)" sont continue, on pose que Hy(div, Q) = D(Q)N.

Théoréme 5 (La densité dans H(div,Q)) ([1]) B
Soit Q un ouvert borné Lipschitzien continue de RY. L’espace D(Q)N est dense
dans H(div, ().

Preuve. voir Girault-Rivairt page 18 Théoreme 2.2 m
Rappelons que l'espace H %(F ) est le dual de H %(F ).

H%(F) = { image de ’application de trace sur H'(Q)} (1.29)



Théoréme 6 (Trace normale )([1]) B
L’application v, : v — v.n,r définie sur D(Q)N, On peut prolonger v, vers une

application linéaire et continue sur H(div, Q) vers H= (I)

Preuve. voir Girault-Rivairt page 18 =

L’extension v, v est appelé la trace normale de v sur I’ et notée v.n et nous
avons la formule de Green suivante :

Yo € H(div,Q), (v,grad @) + (div v ,p) = (v.n, o) r, Vo € H'(Q) (1.30)

Théoréme 7 ( [1])
Soit Q un ouvert borné de R et Hy(div, ) la fermeture de D(Q)? dans H (div, )

alors
Ho(div, Q) = Ker(v,)

On définit I'espace

H(rot,Q) = {v e L*(Q)", rot v e L*(Q)"} (1.31)
Telle que si N = 2 alors pour tout fonction 1) € D(Q) et v = (v, vy) dans D(Q)?
on a oy oy
Rot ¢ = (=—,————
0o 1/} (ax27 axl)
rot v = % — %
n 81’1 8$2

et si N=3ona

81)3 o 81)2 81}3 _ 81)1 81}1 _ 8@1
81’2 0x3’ 81:1 8:(:3’ 8x2 89[;2

rot v = (

Cet espace est un espace de Hilbert muni de la norme

1
[Wllrot = (I0][720)n +HIrot v]Zz ) (1.32)

(rot,Q2)

et Hy(rot, Q) = DN " (1]

Théoréme 8 ( [1]) Soit Q un ouvert borné Lipschitzien continue de R%,’espace
D(Q)? dense dans H(rot, Q)

Preuve. voir Girault-Reviart page 35 m



Théoréme 9 (Trace tengentiel ) ( [1])
L’application v, : v — v1yp i N = 2 ou v, : v — vxXny si N =3

définie sur D(Q)¢; on peut prolonger ~y, vers une application linéaire et continue
sur H(rot, Q) vers H= (I') si N =2 ou vers H= (I')® si N = 3, de plus on a la
formule de Green

(rot v, ) + (v, ot v) = (V,v,¢),Yv € H(rot,Q), ¢ € H%(F)?’ si N=3
et pe HY(Q) si N=2

Preuve. voir Girault-Reviart page 35 m

On va terminer cette partie par le théoreme suivant

Théoréme 10 ( [1]) Soit Q un ouvert borné de R¢ et soit Hy(rot, ) la fermeture
de D(Q)? dans H(rot,Q) alors

Hy(rot,Q) = Kery;)

[1]

1.3 Alternative de Fredholm et théorie spectral

Soient E et F' deux espaces de Banach

Définition 2 (/4]) On dite que T € L(E,F) est compact si T(Bg) est relati-
vement compact pour la topologie forte, on désigne par K(E,F) ['ensemble des
opérateurs compact et on pose K(E)=K(E,E) .

On va donner maintenant un théoreme important pour notre travail, note que 7
est 'adjoint de l'opérateur T'

Théoréme 11 (Shouder) (/4]) Si T € K(E,F) alors T* € K(E,F) et récipro-

quement

Preuve. voir Brizes analyse fonctionnelle page 90 =

L’alternative de Fredholm concerne la résolution de ’équation de u-Tu=f et
elle est donner par

Théoréme 12 ([4]) Soit T € K(E) alors on a
—a) N(I —T) est de dimension finie
—b) R(I —T) est fermé et plus précisément R(I —T) = N(I —T*)*

10



~¢) NI -T)={0} < R(I -T)=E,
~d) dim N(I—-T) = dim N(I —T%).

Preuve. Voir Brizes (analyse fonctionnelle) page 95. m

Remarque 3 (/4/) On remarquons que pour tout f € E [équation wu-Tu=f
admet une solution unique , ou bien [’équation homogeéne uw — Tu = 0 admet n
solutions linéairement indépendant et dans ce cas [’équation non homogéne u —

Tu = f est résoluble si et seulement si f vérifice n condition d’orthogonalité de
plus on peut remarquer que la condition (c) en dimension finie remplacer par T
injective si et seulement si T est surjective

1.3.1 Spectre d’opérateur compact

Définition 3 (/4]) Soit T € L(E)

lensemble résolvant est p(T') = {\ € R, (T — XI) bijectif de E sur E}, le spectre
o(T) est le complémentaire de I’ensemble résolvant o(T) = R/p(T), on dite que A
est un valeur propre si N(T — X) # 0,N(T — M) est l’espace propre associé a A.

Proposition 4 (/}]) Le spectre o(T') est un ensemble compact et o(T) C [—||T||, +||T|]

Théoréme 13 ([4]) Soit T € K(E) avec dim (E) = oo alors on a :
- a)0e€o(T)
~ 1) o(T)/{0} = VP(T) {0}
— ¢) l'une des situations suivantes :
— ou bien o(T) = {0}
— ou bien o(T)/{0} est fini
— ou bien o(T)/{0} est suite qui tend vers 0

11



Chapitre 2

Probleme de Vecteur Potentiel
Dans 3D

Le bute de ce chapitre, c’est la résolution de probleme v = rot ¢ avec div ¢ =
0 telle que v € L2(Q)Y et ¢ vérifié quelques condition aux limites, si N = 3 dit que
@ est un vecteur potentiel. On peut remarquer que si la solution existe alors elle
est dans H (div, Q)N H (rot,2) ou dans un sous espace de H(div, Q)N H (rot,2). La
premiere étapes qui nous avons faire c’est I’étude de l'intersection de H(div, ) N
H(rot, Q)

Définition 4 ( [3]) Soit X(Q2) = H(div,Q2) N H(rot,).V, U et X,(Q) les sous
espaces de X(Q)définit par

V={ve X(Q),v.n=0} (2.1)
U= {ve X(Q),vx n=0} (2:2)
Xo(Q)=VNnU (2.3)

Muni de la norme suivante ||ul] = (||u|[§ o+||dév ul|§ o+]|Tot uH%Q)%

Nous avons voir déja dans le chapitre précédent que I'espace D(Q)" est dense dans
H(div,Q) et H(rot,2) donc on a la proposition suivante.

Proposition 5 ( [3]) L'espace D(Q)? est dense dans X (Q) .
Lemme 2 ( [3]) L'espace Xo(Q) est coincide avec Hg(2)?

Preuve. voir Armouche-Bernardi page 5 m

Proposition 6 ( [3/) L’injection de X () dans L*(2)3 n’est pas compact

12



Preuve. Soit (gx)x une suite qui converge vers 0 faiblement mais n’est pas forcé-
1 RN N .
ment dans Hz(I') , on considere le systeme suivant

—Ayxr =0 dans Q
Xk = Gk sur I’

Donc la suite (i), est bornée de plus tend vers 0 faiblement mais n’est pas forcé-
ment dans H'(2). Pour tout k on suppose que v, = grad y; satisfait

rot v, = 0 et div v = 0 dans 2

Comme Yy, est bornée dans H'(£2) alors on peut extraite une sous suite qui converge
forcément dans L?(Q) grace a I'injection H'(§2) dans L*(2) est compact, de plus
si La suite vy est converge vers 0 dans L?(2)? forcément. donc y; converge vers 0
dans H'(Q) forcément ce qui un contradiction . m

Théoréme 14 ( [3]) L’injections de V et U dans L*(Q)3 sont compacts
Preuve. voir Armouche Bernardi page 6 . =

Lemme 3 ( /[3]) Soit Q un ouvert borné de classe C*, alors H(Q)3NV est dense
dans V

Preuve. B
Soit v € V, alors on peut trouver une suite vy de D(2)3qui converge vers v dans
X (Q), pour tout k, on considere la suite xj des solutions de probléme suivant

Yo € Hl(Q),/Qgrad Xk grad p = /ka- grad ¢ (2.4)

D’une fagon équivalente yj sont des solutions de probleme de Neumann suivant

9k — g - n, sur I’

{ —Ax, = div v, dans €
on

Comme  est de classe C', alors pour tout k les fonctions xj sont dans H?(Q)
donc la fonction v, — grad x; est dans H'(2)?. La suite vy est converge dans
X (), on peut vérifier que la suite y est converge dans H*(§2) vers la solution x
de probleme

ox _

A =v-n, sur I’

{ —Ayx = div v dans
on

Finalement La solution y est dans H?(Q2), donc la suite (v — grad xi + grad x)x
de H'(Q)3 NV est converge vers v dans V' m

13



Théoréme 15 ( [3]) Soit Q est de classe C*, Alors l'espace V est injecte conti-
nument dans H'(Q)3 .

Preuve. voir Armouche-Bernardi page 6 . =

Maintenant nous avons faire les méme étapes pour 'espace U .

Lemme 4 Soit Q un ouvert borne de classe C', alors H(Q)*N U est dense dans
U

Preuve. Soit v € U, alors on peut trouver une suite v, de D(2)? qui converge
vers v dans X (©2). On introduisons ’espace suivent

Vo ={v € V,div v=0}

D’apres la théoréme 15 , on a l'espace Vy dans H'(Q)3. Pour tout k, on a le
probleme suivant : trouver (i € Vj telle que

Yo € VO,/ (- pdx +/ rot(y - rotpdr = / v, - rotodx
Q Q Q

Ce probleme admet une solution unique dans H'(Q)3; maintenant nous avons
chercher a une autre probleme équivalent, on va construire une nouvelle fonction
de test, soit ¢ un élément de V et x est la solution dans H?(Q2) de probléme de
Neumann

{ —Ayx =div ¢, dans ()

%z@-nzO, sur [’

On remarque que la fonction ¢ = ¢ — grad y est dans Vj et on a

/QCk~gradxdx:—/QdiVCk-x+/r(§k~n)xds:0

Dongc, on peut remplacer ¢ par ¢ — grad x et (, aussi une solution dans V de
probleme

V¢€V7/ Ck-gﬁdx+/ rot (- rot @z/vk-rot pdx
Q Q Q
Autrement dite que

(r — A, = rotuy, dans €
div ¢, =0 dans(2
%:Oet@xn:vkxn sur [’
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ce probleme aux limites est un probleme elliptique admet une solution (; dans
H?(Q)?. Similaire la solution ¢ de probléme

(—AC=w dans 2
div (=0 dans(
%:Oetgxn:vxn sur [’

est dans H?(Q2)?. Finalement la suite (v, —grad(y+grad (), dans 'espace H'(©2)*N
U est converge vers v dans U. m

Théoréme 16 ( [3]) Soit Q est de classe C'. Alors l'espace U est injecte conti-
nument dans H' ()3 .

corolaire
Si © est de classe C™ alors pour tout m > 1 les espaces suivants

{ve L*(Q)? divve H"'(Q)? rot ve H™ Q) v -n=0} (2.5)

{ve L*(Q)?, divve H" Q) rot ve H" Q) v xn =0} (2.6)

sont injecte continument dans H™(Q)3.

2.1 Vecteur Potentiel Sans conditions aux Li-
mites

Soit © un ouvert borné dans R3, nous avons poser les hypothéses suivants :
borné, multiplement connexe et I' son bord est de classe C?. Soit I'y est le bord
extérieur de 2 et I'y, ..., I', sont les composants connexe de I'.

On suppose qu ’il est existe m surfaces X, ..., ¥, telle que Qo = Q/UY; est
un simplement connexe et réguliere, les ¥J; sont disjoints deux a deux, si m = 0 on
dit que 2 est simplement connexe.

Noté que <, >r, est le crochet de dualité de H = (I';) dans Hz(T';)
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Lemme 5 ( [3]) Pour tout u € H(div,)) vérifiée :

divu =0 sur

<u-n,1>p=0 0<i<p (2.7)
il est existe un vecteur 1y dans H'(Q)3 telle que
u= roty et diviy=0 sur (2.8)

Preuve.

soit u = (uq, ug, ug) une fonction qui vérifiée (2.7), soit O un ouvert borné régulier
avec un bord connexe telle que 2 est dans O, on noté que €; sont les composants
connexe de O/ avec des bords I, on va considérer x; les solutions dans H'(€;)
de probleme de Neumann suivent :

—Axo =0 dans Qg
%:u-n sur Ig (2.9)
% = 0 sur 00

et
—Ax; =0 dans €;
{%’g:u-n sur [; 1 <i<p (2.10)
et I'extension u de la fonction u définit par
u dans 2
u= grady; surf);,0 <i<p (2.11)
0 sur R*/O

est dans H (div, R?) avec une divergence nulle dans R?. On noté @ = (1, 1y, 1) la
transformation de Fourier qui vérifie I’équation

Gty 4 Catig + C3tiz = 0

16



On observe que la fonction 1y = (o1, Yoz, o3) vérifiée la condition (2.8) si et
seulement si

ﬁl = CQ%EOS - §377/b\02a ’&2 = €377E01 - Cl’@z()?n ﬁ'3 = Cl"Z}OQ - C277201 (212)

et
Gho1 + G¥oz2 + C3tho3 = 0 (2.13)
dans L?*(R3) le systeme (2.12) et (2.13) équivalent a
oo GGy G —Gh o Gh=Gi

02 — 19  »¥03 —
IS IS 95

telle que [¢]? = (? + (2 + (2. On va défini ¢y par Péquation (2.14), il suffit mon-
trer que 1)y est dans H} .(R3). Son gradient est dans L?(R3)? grace a l'inégalité

R 3
|CiYok| < X |1, de plus, On fixer la fonction w de classe C* avec support compact
i=1

dans R? et égale 1 dans un voisinage de 0, et on a

Do(€) = w(Q)ho(€) + (1 — w(Q))¥o(()

On observe que wiy admet un support compact alors son inverse par la transfor-

mation de Fourier est analytique et son instruction dans € est dans L?*(£2)3*3, et
1 —w est nulle de un voisinage de 0 donc (1—w)ty est dans L2(R?) finalement I'in-
verse de 1y par la transformation de Fourier est dans H 1(Q)3. Inversement pour
tout 1y dans H'(Q)? on a div (rot ¢y = 0) de plus, pour tout u;, soit p; est

une fonction de classe C*> dans €2 égal 1 dans le voisinage de [ et nulle sur [},
0<i<p, k #i,ona

<u-n,1>p=<rot (o) n,1>p +/Qdiv (rot (uso))de =0  (2.15)

Donc vy vérifiée la condition (2.8) . =

2.2 Vecteur potentiel tangentiel

Dans cette partie nous avons démontrer ’existence d’un vecteur potentiel dans
V', on introduisons l’espace suivent

0 = {ve H (), [v]; = constant 1 < i < m}

Telle que la notation [v]; signifiée la restriction de la trace de v sur chaque %;.
La premiere lemme qui nous avons utiliser ici ¢’est une extension de la formule de
Green pour les éléments de H* ()
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Lemme 6 ( [3]) Pour tout ¢ dans Hy(div,$2), la restriction de 1) - n sur ¥; est
dans H%(Ei) de plus nous avons la formule de Green suivante

W EH () Y < m\i>s= [ divxdo+ [ - grad xdr (2.16)

i=1

Preuve. Pour tout 1 € Hz(%;) on peut trouver une fonction ¢ dans H'(€) telle
que [p]; = 0 si k # i sinon égal p et ¢ satisfait 'estimation suivante

el < Cllully s, (2.17)
maintenant, soit ¢ € D(Q)? alors on a la formule de Green suivant
<1/1-n,,u>gi:/ P - gradgpdx—l—/ div ¢ ¢ dx
Qo Q0

De plus on a

<4, p > < CllPllawallully s,

telle que la constante C' est la constante qui vérifie 'estimation (2.17), donc la
restriction ¢ - n sur 3; dans Hz () et vérifiée

[¢ - nllo1 s, < Cll¢llavg

La densité de D(Q2)? dans Hy(div, ) permet de prolonger la trace normale sur X
pour les éléments de Hy(div, ) et I'extension vérifiée les mémes propriétés et on
peut utiliser la partition de I'unité pour démontrer que la formule de Green sera
sous la forme (2.16). m

Maintenant on va donner une caractérisation de I'espace ©.

Lemme 7 ([3]) Soit v un élément de H'(Q), alors v est dans © si et seulement
si rot( grad v) =0 sur Q telle que grad v signifie le prolongement de grad v
Jusqu’a §2

Preuve.
Premi¢rement, on observe que pour tout v € H' () et pour tout ¢ € D(2)? on a

< rot (grad v),p >= / grad v - rot ¢ dx (2.18)
Qo
Alors d’apres le lemme précédente on a

Vo € HY(Qo), Y € D(Q)? < rot( grad v), p >= Z/ [v]; Tot @ - n dr  (2.19)
i=1 7%

18



d’apres la formule de stocks on peut démontrer que

Yo € D(Q)%,Yu € L*(%;), /u rot ¢ -n dr =< grad p X n,p >y, (2.20)
E.

7

Soit v € © par (2.20) et (2.19) avec p = [v]; ce qui implique que rot(grad v) = 0
maintenant, soit v € H'(£) telle que vérifie rot (grad v) = 0 d’apres (2.19)et
(2.20) donc on a

Vi € D(Q)? zp: < (grad x n)[v];, ¢ >x,=0 (2.21)

=1

On peut prend une fonction ap avec certain support compact qui implique que
(grad x n)[v]; = 0 donc [v]; est constant pour tout 1 <i<p =

Théoréme 17 ( [3]) Pour tout v dans H(div,Q) satisfait :
divv =0 sur ) (2.22)
<u-n,1>p=00<i:<p (2.23)
si et seulement si il existe un vecteur potentiel 1 dans X () telle que

u= roty et diviy =0 sur)
Y-n=0surl (2.24)
<YP-nl>x=01<i<m

Telle que la fonction i est unique

Remarque 4 Dans Le théoréeme précédent la fonction ¢ est indépendant a le chois
des surfaces ¥, si 1 un vecteur quelconque de H(div, <) telle que

divy =0 surQ ety -n=0surl (2.25)

Supposons que il existe un ouvert Lipschitzienne w dans €2 on a

<pon 1 >p,= /wdzw —0 (2.26)
Si Y, et Xy est dans w telle que vérifies les conditions suivants
S1JE COw,0w/E | S C T et B1(Z2 = ¢ (2.27)
Alors
<tP-n,l>p=—<vP-n1>yx (2.28)

Donc si le flux de v a traverse Y1 est nulle alors le flux de i a traverse Yo est
nulle .
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L’unicité de vecteur potentiel est dépendant a la caractérisation de ’espace suivant
H={ve V,divv=0etrot v=0} (2.29)

Proposition 7 ( [3]) La dimension de H est égal a m, et admet une base grad g;
, 1 <i < m, telle que q; est la solution unique dans H'(Qq) de probléme suivant

—Adg; =0 dans Q.
% =0, sur I

[qilx = constant et [%}k =0,1<k<m (2.30)

<% 1>y =064,1<k<m

Preuve. ( [3]) L’espace O est un sous espace fermé de H*(§)y), d’apres la théoréme
de Lax-Milgram le probleme : trouver ¢; dans © telle que

Yo € @,/ grad ¢; - grad v = [v]; (2.31)
Qo
. Admet une solution dans ©, dans (2.31), on substitutions v € D(f2) on obtient

< div grad ¢;,v >= —/ grad ¢, - grad vdz = —/ grad ¢; - grad vdr =0
Q Qo

] (2.32)
Donc grad ¢; est dans H(div,(2), de plus —Ag; est égal 0 sur Qq et d’apres la
formule de Green on a [%] r est égal 0 sur X, de plus on va utiliser (2.31) mais
pour v € H'(Q2) on obtient
/ grad ¢; - grad v =< qj,v >p=10 (2.33)
Qo on

Conséquence, grad ¢; - n est nulle sur I" et grad ¢; est dans Hy(div, Q) . d’apres
le lemme (6 )la restriction de '?drf sur ¥, est dans H 2 (%;,). On va fixer un entier
k, et on prend v € © telle que [v]p = d;; pour tout ¢ et on appliquons (2.16) et
(2.31) avec y = v on trouve (2.30 ) .

On va démontrer maintenant que l’ensemble grad ¢; est engendrer I'espace H,
soit w € H on suppose que u = w — > b, < w-n,1 >yx; gr~ad q;- 11 est claire
que u est dans H et satisfait la condition < u-n,1 >5 = 0 pour tout 1 <k <m
comme (), est simplement connexe et rot u = 0 sur {y alors il existe une fonc-
tion ¢ dans H'(€) telle que u est coincide a grad ¢ et div u = 0 alors Ag = 0
sur g de plus u est dans Hy(div,2) donc g—g = 0 sur I'; et pour tout ¢ ,[%]
est égal a 0 sur ¥; mais rot u est égal 0 sur  le lemme (2) implique que ¢ est

dans © alors < g—g, 1 >yx,= 0 pour tout 7 donc ¢ est constant de plus u est égal 0. m
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Preuve. (théoreme 17)( [3])
supposons que u est dans H(div, Q) telle que vérifie les conditions (2.22) et (2.23)
alors d’apres le lemme (5) il existe un vecteur )y potentiel de u, on introduisons
la fonction x la solution de probleme

{ —Ax =0, dans{

ox _
S =1o-n, surl’

(2.34)

Finalement on pose que ¢ = 1)g— grad x—>.7 | < 1)p— grad x-n,1 >y, grad ¢
et on peut vérifie facilement que v vérifie les condition (2.24) m.
corolaire : Dans I'espace V la semi norme

w — || rot wW|rz@qp + || div W [|[r2@) + D _|< wen, 1 >y (2.35)
i=1

est une norme équivalente a la norme de V
Preuve. voir Amrouche-Brnardi page 21 m .

2.3 vecteur potentiel normale

Dans cette partie nous avons étudie le cas que le vecteur potentiel est dans U .

Théoréeme 18 ( [3/) Pour tout vecteur v dans H(div,Q) vérifie les conditions
sutvants
divv =0surQetv-n=0 surl’ (2.36)

<v-nl>x=01<i<m (2.37)

Si et seulement si il existe un vecteur potentiel 1 dans X () telle que

v = rot ¢ sur Q2 et div ) =0 sur Q (2.38)
Y xn=0surl (2.39)
<n1>r=0,0<i<p (2.40)

La fonction 1 est unique

L’unicité de la fonction v est dépendant a I’espace suivant

G={veU rotv =0et divv =0sur Q}
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Proposition 8 ( [3]) La dimension de G est égal a p, et admet une base des
fonctions grad f;, telle que les fonctions f; sont des solutions dans H'(Q) des
probléemes

—Af; =0 dans 2
fi=0 sur Iy et f; = constant sur I; , 1 <i<p (2.41)
< aaj:f,l >n=0ir, 1 <k<pet < 88]271 >p=—1

Preuve. Soit I'espace ©° définie par
O’ ={ve H'(Q),v=0sur [ et v=constantsur [;,1<i<p} (2.42)

pour 1 < i < p le probléme : trouve f; dans ©° telle que
YVveo, / grad f;- grad v =urp, (2.43)
Q

admet unique solution, les fonction grad f; sont dans G et linéairement dépen-
dant, on considérons la fonction

p
u=w->» <w-n1>p grad f; (2.44)
i=1
on observe que
/ divw dx =<w-n,1>p=0 (2.45)
Q

telle que w est dans G, il est claire que u vérifie les conditions (2.22) et (2.23),
alors il existe un vecteur potentiel 1)y dans H'(Q)? telle que

/u-udx :/u- rot vy dx :/ rot u-¢p dx + <uxmn, ¢y >r=0 (2.46)
Q Q Q

donc u est égal 0 . m
Corolaire :
Dans l'espace U, la semi norme

P
w — || rot w2 + || div ||2@) + D _|<w-n,1 > (2.47)
i=1

est une norme équivalente a la norme de U

Preuve. (théoreme 18) ( [3])

On suppose que 1 vérifie les conditions (2.38),(2.39) et (2.40). Soit la fonction
u = rot 1, il est claire que la divergence de u est nulle ; de plus, pour tout x dans
H?(Q) d’apres les formules (1.30) et(1.33) on a

/ rot ¢ - grad x =<wu-n,x >r (2.48)
Q
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/ rot ¢- grad y = — < xn, grad x >r (2.49)
Q

Comme 9 x n est nulle €2, et par la densité on peut vérifie que rot ¢)-n =0 sur [’
donc rot ¢ dans Ho(div, ) alors d’apres le lemme (6) rot t-n est dans H2 (3y)
pour 1 < k < p; l'espace D(X}) est dense H%(Zk) alors on peut prend p = 1
dans (2.16) on trouve

< rot¢-n,1>p =0 (2.50)

Inversement, pour tout w vérifiée la condition (2.36) et (2.37), et associe la
fonction vy d’apres le lemme (5). On introduisons I'espace suivent

H ={weH, divw=0surQet <w-n,1>5,=0,1<k<m} (2.5])

De plus le probleme, trouver ¢ dans H* telle que
Vo e H” / rot (- rot pdr = / 1o - rot gpda:—/ rot Yy - pdr  (2.52)
Q Q Q

admet unique solution. Maintenant on va prolonger la formule (2.52) pour tout
fonction de test sur V. Pour tout fonction ¢ dans V, on définie la fonction x dans
H'(Q) comme la solution de probléme de Neumann

—Ax =div ¢ , dans (2
{ g% =0, sur I (2.53)
On pose que
p=¢— grad x + Z <@ — grad x,1 >y, grad ¢, (2.54)

i=1

On observe que ¢ est dans H* et d’apres la condition (2.36) et (2.37) on a :

/ rot v - grad ydr = / u- grad y =0 (2.55)
Q Q
et d’apres (2.36) (2.37) et (2.16) on a :

/ rot ¢ - grad gdr = / u- grad ¢;dx
Q

Qo

m

= [g]s, <u-n,1>5=0
i=1
Donc on a

V@EV,/ rot ( - rot@dx:/wo- rotgédx—/ rot Y - ¢dx
Q Q Q

ce qui implique que la fonction
P
Y=1o— 1ot (=Y <to— rot (-n,1>p f;
i=1

est dans X () et vérifie les condition (2.38)(2.39) et (2.40). m
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2.4 Autre type de vecteur potentiel

Nous avons présenter ici un autre type de vecteur potentiel .

Théoréme 19 ( [3/) Soit Q un domaine de classe C', si u une fonction de
H(div,Q) vérifiée les condition suivants

divu=0 surQ et u-n=0surl’

<u-nl>y=0,1<k<m

Si et seulement si il existe un vecteur potentiel 1) de H'(Q)? telle que
u= rot i sur Q) et div(Ay) =0 sur Q

V=0 surl’
oY

<—nl1>p=01<:<p
on

de plus ¢ est unique .

La condition div (Ay) = 0 signifie que A( div 1) = 0 donc 'expression <

gﬂ -n,1 >p admet une sens.
n i
Comme les deux section précédentes, on introduisons 1'espace suivent L = {w €

Hi(Q)? ,rot w=0,divw =0sur Q}

Proposition 9 ( [3]) Soit Q un domaine de classe C', la dimension de [’espace
L est égal p et admet une base grad ¢ telle que pour tout 1 < i < p la fonction
@Y est la solution unique dans H?(Q) de probléme suivant

A?q? =0 sur Q
d\r, =0 et gl = constant 1 <k <p (2.56)
0 0
% I1>p=0k,1<k<pet < %,1 >r=—1

<8n’

Preuve. On introduisons l'espace suivant
00 2 . v
0" ={ve H*(Q),nr, =0et v\, = Constantlgzgp,a—:OsurF}
n
Pour tout 1 <4 < p le probleme : trouver ¢¢ dans O telle que
Yo e 0 /QAq? ~vdr = —w\,

admet unique solution, de plus d’apres la formule de Green suivante, si ¢ et r dans
0% telle que A%g dans L*(2) on a

P d(Aq)
A% rd :/AAd E < ——> 1 >pn
/Q( q)rdx Q T l’+i:17a\ﬂ on '~ h
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Si ¢) vérifie les condition (2.56) et donc les solution sont grad ¢Y et les ¢? sont
linéairement indépendance .
Finalement, on va démontrer que pour tout w de L on a

< 7)1 > ga’rd q?
on

w =

P O( div w)

On pose que

P o(di
u=w —Z<M,1>Fi gard ¢}
i=1 on
On a a( di
JOdvw) L <<y
on

de plus, la fonction grad( div u ) vérifie la condition (2.7) alors le théoréme
(2.17) implique que il existe un vecteur potentiel p dans X (£2) telle que

grad( div u) = rot g, divu=0sur Qet u-n=0sur I

Donc
/( div u)?dr = —/ u - grad( div u)dz
Q Q

:—/u- rotudx:—/ rot u- udr =0
Q Q

Car u est dans L, donc divu = 0 et u est dans H (G ce qui implique que u est
égal 0. m
Preuve. ( théoreme 19) voir Armouche et Bernardi page 28 m
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Chapitre 3

Les champs de Beltrami

Maintenant nous avons étudie le probléme qui nous intéressons le probleme des
champs de Beltrami, un champs Beltrami est un champs de vecteur qui vérifie le
systeme

rot B=aB et div B=0sur (2 (3.1)
telle que 2 un domaine vérifie les hypotheses de chapitre 2 et « est une valeur réel
connue ou inconnue. On peut remarquer que nous allons deux cas si « un constant
réel ou une fonction a valeur réel. On pose que les fonction g;(resp f;) sont la base
de H( resp G) et on suppose que o un réel connue et non nulle ( dans le cas @ = 0
correspond a la théorie classique de vecteur potentiel )

Lemme 8 ( [2]) Pour tout vecteur v de L*(Q)* qui vérifie

divv=0
Alors on a
- St v est dans 'V alors
Pyv = Z(/ v-nds)q;
i=1 7%
— 51 v est dans G alors )
Pav = Z(/ v- nds)f;
i=1 713

On peut remarquer que 'application
. 1
v = [lvllv = (|| rot v[go + || div vl[§q + | Prwl5.0)?

(resp v — (|| rot v||§ o + || div v||§ o + ||Pg(U)H(2LQ)%) est une norme équiva-
lente a la norme de V( resp U). on va définir maintenant les constants

[vilv
vEV,u#£0 HVHQQ

&O(Q) =

(3.2)
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e vllu
Q) = f 3.3
a/l( ) velvr,lv;éO ||V||07Q ( )

ap(2) et ay(2) sont deux constants positives et non nulle . On considérons le
systéme suivant

rot B=aB
div B=0
B.n—g (3.4)

Jr(Bxn)-qdr=aa ji=1.m

Telle que (ay,as,..,a,) € R™ et g € H%(F), on remarque que g est vérifie les
conditions de compatibilité suivantes

/ gds—=0,i=0.p (3.5)
I;

De plus, si B € H'(Q)? est la solution de (3.4 ), pour tout 0 <7 < p , soit k; une
fonction de D(R?) satisfais k;(r) = d;; au voisinage de I on a

rot (k;B) = ak;B+ grad k; x B
Alors

a/B~nd5:/ rotkiB‘n:/ div rot (k; B) dz =0
g r Q
On peut remarquer que la condition aux limites

aaiz/(an)'QidSZ/ rotB-qidx:oz/B-qidx
r Q 2

Signifie la projection orthogonale de B sur H.

3.1 Résultat général d’existence et unicité

Dans cette partie nous avons étudier ’existence, I'unicité et la régularité de la
solution de probleme (3.4).

3.1.1 Probleme équivalent

( [2]) Pour tout g € Hz(I) vérifie la condition (3.5) et (a1, as, .., am) € R™,
on définit le vecteur potentiel By € H'(Q2)? par By = Vo — 21", a;q;, telle que
o € H?/R la solution de probléeme de Neumann suivant

90

Agpy = Q
wo = 0 sur ' In

=gsur [’ (3.6)
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On remarque que By satisfaite
rot Bo=0,div By=0, By-n =g sur [ et / By-q;dx = —a; pour i =1,...,m
Q

On définie maintenant ’énergie Ey > 0 par :

Ey = ||BOH3,Q = ”VSDO||(2),Q + Za?. (3.7)

=1

Si B € H'(Q)? est une solution de (3.4) si et seulement si b = B— B, dans H'(Q)?

est une solution de
rot b = ab + aBj sur 2

div b = 0 sur 2
b-n=gsur I’ (3.8)

Supposons que B € H*(Q2)3 est solution de (3.4) alors, b = B — By est dans V et
vérifie la premiere équation de probleme (3.8), de plus

aa; = / (Bx n)- q; do = —/ rot B- q; dQ2 = —/ a(b+By)-q; d Q = —a(Pyb, ¢;)+aa;
r 0 0

Donc Pyb = 0. Inversement, il est claire que b est solution de (3.8) alors B est
une solution de (3.4). Pour trouver une autre formulation de probleme (3.8), nous
introduisons l'espace suivant

X={vel*Q)? divv=0et <v.n,1>:=0,1<i<p} (3.9)

L’espace X est un sous espace fermé de H(div, (), alors est un espace de Hilbert
pour la norme induite de L?(2)3
On considére le probleme suivant : pour j € X, trouver u € V telle que

rot u=j,divu=0,Pyu=0 (3.10)

Lemme 9 ( /2]) u € V est une solution de (3.10) si et seulement si u est une
solution de probleme variationnelle suivant

(rot u, rot v)+ (div u, div v)+ (Pyu, Pyv) = (j ,rot v) ,Vve V (3.11)

De plus, le probleme variationnelle admet un et une seule solution w € V, et il
existe un constant C' telle que

1l @) < Clldlloe (3.12)
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Preuve. Il est claire que La premiere implication est vérifiée. Inversement, si u
est une solution de (3.8) alors, on pose que v = Pyu dans (3.11) on trouve que
Pyu = 0; d’autre part, soit @ la solution de probleme de Neumann :

AP = div u surQ,a—gpzosurF
on
Ce probléme admet unique solution dans H'(Q2)/R alors d’apres la formule de
Green on a < div u, 1 >= 0,maintenant, On pose v = V& dans (3.11) on obtenons
divov =0
Finalement on va prouver que rotu = j soit w = rot u — j alors divw = 0 et
(3.11) implique que

rot w=0,<wxn,v>r=0VveV.

De plus <w-n,1 >p=<rot u-n,1>p — <jn,1>p=0. Alors Pqgu = 0 donc
w =0

L’existence et 'unicité de la solution est une conséquence direct de théoreme de
Lax-Milgram . m

Le lemme précédente permettre de définir un opérateur linéaire borné

K :j € X — u € X une solution du probléme (3.10)

D’apres le lemme (9) 'opérateur linéaire j € X — v € V solution de (3.8) est
continue, grace a 'injection compact H'(Q) — L?*(), injection de V. — X est
compact ; donc nous allons le lemme suivante

Lemme 10 ( /2]) L’opérateur K est compact

On peut récrire le systeme (3.5) sous la forme suivante
trouver b € X telle que b — av = aKB, (3.13)

Pour utiliser L’alternative de Fredholm nous avons besoin de caractériser ’adjoint
de 'opérateur K.

3.1.2 Le probleme d’adjoint

2] Le théoreme (18) traite l'existence de vecteur potentiel pour les éléments
de H(div,2); particulierement, pour tout j € V nous allons la décomposition de
Weyl-Helmoltz, sous la forme suivante

j =Vs+> g+ rot (3.14)

i=1
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Cette décomposition est unique, telle que s € H'(2)/R est la solution de probleme
de Neumann As = 0 sur € et g—z = j-nsur I et les constants ¢; sont donner par

ci:/zi(‘]—Vs)'nds

Le vecteur potentiel est vérifié
div@zo,@xnzo,/ G.ndo=01<i<p
r;

¢ existe et vérifie les conditions de théoréeme (18), il est caractériser par le probléeme
variationnelle suivant

Lemme 11 ( [2]) Pour tout j € X, le vecteur potentiel & dans la décomposition
(8.14) est la solution unique dans U de probléme variationnelle :

(rot @, rot v) + (div ¢, div v) + (PP, Pov) = (v, rot v) (3.15)
Maintenant, On considere I'opérateur
K*:je X — & € X solution de (3.14)

Lemme 12 ( [2]) L’opérateur K* est compact

Preuve.
Soient u et v deux éléments de X .telle que v est écrire sous la forme

v=Vs-+ Zciqi +rot (K™v).
=1

/Ku~de:/Ku[Vs+Zciqi—|—rot (K™v)] dQ
L £ i=1
/Ku-Vs:—/div (Ku)-s/s(Ku)-n:O
Q Q r
/ Ku-q¢ =< PgKu,q; >=0pourt=1,....p
Q

On trouve

/Ku~ VdQ:/Ku- rot (K*da:/
Q Q

rot (Ku) - K*v daz/u-K*V dQ
0

Q

Alors K* est I'opérateur adjoint de K
[ |
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L’équation homogene d’adjoint s’écrit sous la forme
trouver ¢ sur X qui vérifie : (Id —aK")p =0 (3.16)
On peut méme écrire le probleme (3.14) sous la forme : trouver ¢ € X | s €

Hl (Q)/R 9 (717 Y2, ---- ) ’Ym) - Rm te].le que

Vs+ Y vg+rot o =p,poxn=0su I (3.17)

i=1

Remarque 5 On peut prouver que si ¢ est la solution de probléme homogéene
d’adjoint si et seulement si ¢ € X et

rot rot o — rot p =0, xn =0 sur I’ (3.18)
Le systéme (3.17) signifie que K*(rot ¢ — ayp) = 0, d’aprés le lemme (11) ,

div p =0 et
(rot ¢ — ap, rot v) =0, Vve U

Donc il est équivalent a (3.18)

3.2 Alternative de Fredholm

( [2]) Vopérateur K est compact alors 'adjoint K* est compact aussi, le théo-
reme de Riesz Fredholm dit que le probléeme homogene direct et adjoint admet
deux espaces des solutions de dimension fini, Le lemme suivante exprime la rela-
tion entre leurs solutions.

Lemme 13 ( [2]) Soit ¢ est la solution de probléme homogéne d’adjoint

o —aK'o=0 (3.19)
Alors rot ¢ est la solution de probleme direct homogéne

(—aK (=0 (3.20)

De plus, si ¢ est la solution de (3.20) alors il existe un vecteur unique ¢ dans X
solution de (3.19)telle que ¢ = rot .

Preuve.
Soit ¢ solution de probleme (3.17), alors ¢ est la solution de (3.16) donc on a

rot rot ¢ = arot ¢
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De plus, rot ¢ est de divergence nulle et satisfait
rot p-n=0sur ['et / rot ¢ -nds =0
>

Donc rot ¢ est un solution de probleme direct homogene.
Inversement, si ¢ est la solution de (3.20) alors div ¢ = 0 et Py¢ = 0, si on pose
que ¢ = K*( € X donc ¢ =rot ¢ et o vérifie (3.17) =

On observe que le probleme direct homogene admet une solution non trivial
si et seulement si 1/« dans o(K). Comme K est compact alors o(K) contenant
0 et 0(K)/0 est un ensemble vide, finie ou une suite des valeurs propres dans
[—||K]|, +|/K]|]. Pour répondre a ce question nous allons le lemme suivant

Lemme 14 ( [2]) L'opérateur S définit dans l’espace de Hilbert
Xi={veX,v-n=0surl,Pyv=0}

Par S w= rot u pour uwe D(S) ={ve Xy, rot u € X;} est un auto adjoint et
sa valeurs spectral former une suite des valeurs propres

Pour tout vecteur propre de K dans D(S) est un vecteur propre de S avec un
inverse valeur propre. Conséquence

o(K) =0U{1/p,p € o(5)} C [=[[K][, +[K]] (3.21)

e 1/a ¢ o(K), alors le probleme direct non homogene admet un et une seule
solution ( le probleme direct et adjoint homogene n’admet aucune solution non
trivial )

e 1/a € o(K), alors le probleme homogene d’adjoint(3.16) admet un espace des
solutions non triviaux de dimension fini. Le probleme non homogene est résoluble
si et seulement si K (By) est satisfait

/QK(BO) Wdz =0 (3.22)

Pour tout ¥ est une solution de (3.14). Si la condition (3.22) est satisfait alors la
solution général de probleme (3.13) écrire sous la forme

=b+rot ¥

Telle que b est la solution particuliére et W est la solution de probléme (3.14)

Maintenant, on va donner une autre écriture de la condition de résolubilité,
soit (¥, s,v = (71, .-, Ym)) la solution de (3.17) alors

(K By, ¥) = (Bo, K*¥)
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1 U 4
= —(Bo,Vs+ > _ ¢ + 1ot —)
a P a

1 m
:—(/ ng-ndo—i—Z%/Bo-qi)
r = " Ja

(07

= 1(/F3 gdo — i%ai)

o i—1

Donc, on peut écrire la condition (3.22) sous la forme

/Fsg da—Z%aizo

i=1
Théoréme 20 ( [2]) Il existe une suite des valeurs réel {a;,1 € N} vérifiée
-YieN, |al > a
— la suite Oéi_l est converge vers ()
Telle que
- St a ¢ {a,i € N}( particuliérement si |a| > «; ) donc le probléme (3.4)
admet un et une seule solution B € H'(Q)3 pour tout g € Hz(I') vérifide
(3.4) et (ay,as,...,an) € R™
- Si a = «, alors le probléme homogéne d’adjoint (3.16) admet un espace des
solution de dimension fini, et le probléme (3.4) est résoluble si et seulement
si g et (a1, ag, ..., ay,) vérifiés la condition

/ sgdo—) va; =0 (3.23)
r

=1

Pour tout (@, s, (a1, ag, .., an)) solution de (3.17). Si la condition (3.23) est
vérifie alors le probléme (3.4) admet une solution général sous la forme

B=DB+rotV
Telle que B est une solution particuliére et ¥ la solution de probléme homo-
géne d’adjoint (3.14)
3.3 La régularité de la solution
Lemme 15 ( [2]) Supposons I' de classe C™ ' pour tout m > 0 alors
H™NQ) ={ve L*(Q)° divve H™(Q), rot v € H™(Q)*}

Corolaire : Supposons que I est de classe C™ et g € H””%(F) pour tout m > 0
alors B € H™"(Q), de plus B — By € H™2(Q).
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3.4 Formulation variationnelle et estimation d’éner-
gie
Si |a|] < ap, alors on peut trouve une formulation variationnel du probleme

(3.8)

Lemme 16 (/2]) Si|a| < ag alors B est une solution de (3.4) si et seulement si
b= B — By solution du probléeme variationnelle

(rot b — ab, rot v) + (div b, div v) + (Pgb, Pyv) = (aBy, rot v) (3.24)

De plus, ce probléme admet une seule solution B € H'(Q)3 et on a ’estimation
sutvante

Ey < || Bl < Ey (3.25)

1—1r2

Telle que r = O%

Preuve.
Il est claire que, si B est une solution du probleme (3.4) alors b=B-Bj est une
solution de (3.24) ; Inversement, si b est une solution de (3.24) alors on a Pyb =0
et div b =0
Maintenant on va démontrer que rot b—ab = aB,, le vecteur b — B satisfait les
conditions de théoreme (17) alors il existe un vecteur A telle que rot A =b — By
et div A = 0,A-n = 0; si on prend v. = b — aA dans (3.24) on trouve que
rot b — ab = aB,.
L’existence et I'unicité de la solution du probléeme variationnelle est une consé-
quence direct de théoreme de Lax Milgram Iapplication a(,) dans (3.24) est une
forme bilinéaire et vérifie |a(v,v)| > (1 — a%)||v||%/ Vv eV.

Si (B, b) = 0 on trouve

(rot b,b) = a|blloq
de plus
a’|| Bl = lIrot b — ab||5 o = [[rot b[|§ o — &®|[b|| 5 > (af — a®)[[b]l§ o

mais
IBIl5.o = IIbll3.0 + I1Boll3 o

E(). |

Done [v[Zq <
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Remarque 6 Si o n'est pas une fonction constant, le probleme variationnelle
(3.24) n’est pas en générale équivalente de probléeme (3.8), mais on peut poser une
autre formulation de probleme(3.8), on suppose que

rot b= «a(x)(B+ By) + Vp

alors on a

Ap = div (aB)=Vp-B

Donc si o est constant alors p est nulle .

3.5 Formulation de Vecteur potentiel

Dans cette partie on va donner une formulation variationnelle basé sur le vec-
teur potentiel. Soit d = (dy,ds, ..,d,) € RY on peut trouver un vecteur @ € v
qui vérifie rot ¢ = v telle que b est solution de (3.8). La proposition suivant
démontrer que @ est I'unique solution du probléme variationnelle :

Proposition 10 (/2]) Si |a| < a1,b est solution de (3.8) si et seulement si @ est
une solution du probléeme variationnel

p

(rot &, rot v — av) + (div &, div v) + (PP, Pqv) = a(By,v) + > _ d;i(fi, Pev)
i=1
(3.26)

Preuve. Si b est la solution de probleme (3.8) alors @ est une solution de (3.26) ;
inversement, l'application

a(u,v) = (rot u,rot v — av) + (div u,div v) + (Pgu, Pgv)

est continue et coercive dans U si |a| < ag d’apres le théoreme de Lax-Milgram le
probléeme (3.26) admet un et une seule solution dans U telle que il est nécessaire
que ¢ le vecteur potentiel de la solution de probleme (3.4 ) m
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Résumé

Les champs de Beltrami sont des fonctions a valeurs vectorielle qui satisfait le
systeme rot-div rot B = aB,div B = 0 ce systeme joue un role important dans
plusieurs domaines de la physique. Le bute de notre travail est I’étude de systeme
précédent et les cas d’existence et d'unicité de la solution dans un domaine borne
connexe ou simplement connexe. Nous avons partager notre étude a trois chapitre :

Le premier chapitre, on étude les espaces de Sobolev H™ et leurs propriétés
(La traces, la densité...), on traite aussi quelques problemes elliptique classique (
probléme de Poisson avec condition de Dirichlet et de Neumann ).Enfin, de ce cha-
pitre nous avons étudier la théorie spectral des opérateurs compact (L’alternative
de Fredholm ), cette théoréme est une technique permet d’étude les équations sous
la forme u — Tu = f .

Dans la deuxieme chapitre, nous allons voir le probleme de vecteur poten-
tiel, le vecteur potentiel est un champs de vecteur qui vérifie le systéme suivant
v =rot ¢,div ¢ = 0 telle que v est une fonction de L*(2)® & valeur vectoriel et
on pose que le domaine €2 vérifie quelques hypotheses. Nous remarquons que si la
solution existe elle est dans 'intersection de H (rot,)et H(div,$2) c’est la couse
que nous allons étudier 'intersection des espaces précédentes.dans ce chapitre nous
allons trouve que le vecteur potentiel admet quelques types (a trace normale nulle,
avec composants tangentiel nulle ...etc )

En dernier chapitre, on écris le systéme rot-div a une autre systeme homogene
équivalent ; d'une autre facon qui permet de définir un opérateur K. L’objectif
de l'opérateur K est de trouver une équation qui remplace le systéme rot-div;
comme 'opérateur K est compact, on peut utiliser les résultats de ’alternative de
Fredholm pour étudier I'existence et 'unicité de la solution. on peut méme utiliser
le vecteur potentiel pour trouver une formulation variationnelle de probleme rot-
div. On finissons ce chapitre par une théoréme général d’existence et d’unicité de
la solution de systeme rot-div .



Abstract

In mathematics, Linear Force- free (or Beltrami) fields are Three-components
divergence free fields solution of the equation curl B = aB, where « is a real
number. Such fields appear in many Branches of physics like astrophysics, fluid
mechanics electromagnetics and plasma physics. We shall study here the existence
uniqueness and regularity of Linear Force-free in a bounded domain connected or
simply-connected.we will divide this project into three chapters

the first chapter , we present the Sobolev spaces H™and we study our pro-
perties (trace , density and Green’s formula....) and we will solve some problems
Elliptic (Dirichlet ,Newmann’s problem for the Laplace operator ).

in the second chapter, we’ll see the problem of the vector potential, the poten-
tial vector is one that satisfies the system v = rot ¢,div ¢ = 0, such that v is a
vector valued function and we ask that the domain 2 verified some assumptions.
The vector potentiel has many kind ( Tangential vector potentials,Normal vector
potentials.... ).

The third chapter , we’ll study Linear force free fields , Linear force free is the
solution of the problem rot B = aB with a divergence-free ; we write the previous
system to another system equivalent homogeneous and we’ll rewrite this system
in to equation with operator compact K and we’ll apply fredholm’s theorem for
studied the existence and uniqueness of the solution . We can also find another
formulation of the system rot-div by the vector potentials



