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Introduction générale

Un champs de vecteurs B défini sur un domaine Ω est dit de Beltrami s’il
satisfait le système

rot B ×B = 0, (1)

div B = 0 (2)

Depuis leur introduction par le mathématicien italien F.Beltrami en 1889 ces
champs n’ont commencé à susciter une réelle attention qu’à partir des années cin-
quante avec les premiers travaux de Bjorgum et de Lundquist. cet intérêt s’est
ensuite par leur apparition dans de nombreux domaines de la physique : en phy-
sique des plasmas, en astrophysique et plus particulièrement, en physique solaire,
en mécanique des fluides - ils sont solutions de équation d’ Euler stationnaire et en
électromagnétisme. En pratique, la première équation, qui signifie que le champs
est souvent remplacée par

rot B = α(x)B (3)

Ou α est une fonction qui dépend de la position x.La nouvelle forme est qu’elle
permet de classifier les champs de Beltrami,Les champs de Beltrami linéaire il s’agit
du cas ou la fonction α est constante et ne dépend pas de la variable d’espace x.
Dans ce cas α peut être une constante connue ou inconnue. Champs de Beltrami
non-linéaire il s’agit du cas dans α est une fonction qui dépend de x

Le objectif de ce mémoire est de traiter les questions d’existence et d’unicité
et de régularité de ces à ces champs dans un domaine tri-dimensionnels borné.
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Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Espaces de Sobolev

1.1.1 Espace Hm(Ω), Hm
0 (Ω), H−m(Ω)

Définition 1 Soit Ω un ouvert de Rd pour tout entier K ≥ 0 on définit l’espace
de Sobolev Hm(Ω) de la façon suivante

Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω), ∂αu ∈ L2(Ω),∀α ∈ Nd, | α |6 K} (1.1)

Muni de la norme
‖ u ‖1,m= (

∑
|α|6K

‖ ∂αu ‖2
L2) 1

2 (1.2)

et la semi norme
| u |1,Ω= (

∑
|α|=K

‖ ∂αu ‖2
L2) 1

2 (1.3)

De façon équivalente, on a H0(Ω) = L2(Ω) et Hm+1(Ω)= {u ∈ Hm(Ω),∇u ∈
Hm(Ω)d}. On définit l’espace Hm

0 (Ω) comme l’adhérence de D(Ω) dans Hm(Ω),
l’ensemble des fonctions de classe C∞ à support compact dans Ω.

Remarque 1 L’application u →| u |1,Ω défini un semi norme sur Hm(Ω) et une
norme sur Hm

0 (Ω) d’après l’inégalité de Poincaré-Friedrich voir Girault-Raviart
page 3

Proposition 1 Les espaces Hm(Ω) et Hm
0 (Ω) ainsi définis sont des espaces de Hil-

bert et de plus , si Ω et lipschitzien, alors l’ensemble C∞(Ω̄) des fonction régulières
jusqu’au bord de Ω est dense dans Hm(Ω)

Rappelons que H−m(Ω) signifie le duale topologique de Hm
0 (Ω) .

Maintenant on va donner une propriété importante pour les éléments de Hm(Ω)
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s’appelle la trace,on peut la voir comme un prolongement jusqu’au bord mais elle
est nécessaire poser que Ω est lipschitzienne

Théorème 1 Soit Ω un ouvert borné Lipschitzien de Rd. L’application

γ0 : u ∈ C∞(Ω̄) 7→ γ0(u) = u\Γ ∈ L2(Γ ). (1.4)

Se prolonge de manière unique, et de façon continue à l’espace de Sobolev H1(Ω)
.On appelle l’opérateur γ0 ainsi obtenu, l’application de trace .
L’opérateur γ0 n’est pas surjectif sur L2(Γ ). L’image de γ0 est un espace de Sobolev
fractionnaire appelé H 1

2 (Γ ) et qui un Hilbert pour la norme

‖u‖
H

1
2 (Γ )

= inf
u∈H1(Ω),γ0u=v

‖u ‖H1(Ω)

Dans ces conditions, il existe un opérateur linéaire continu R0 : L2(Γ ) 7→ H1(Ω),
dit de relèvement qui vérifie

γ0oR0 = IdΓ .

Remarque 2 La théorème précédente donnons la notion de trace pour les éléments
de H1(Ω) , on peut prolonger la pour tout entier m. Les fonctions de L2(Ω) n’admet
pas en général un prolongement jusqu’au bord

Maintenant on va donner la formule de Green pour les éléments de H1(Ω).

Lemme 1 Soit Ω un ouvert borne de R3 avec un bord Lipschitz-continue Γ .
– pour u et v dans H1(Ω)et pour tout 1 ≤ i ≤ N on a∫

Ω
u( ∂v
∂xi

)dx = −
∫

Ω
( ∂u
∂xi

)v dx+
∫

Γ
γ0(u v)nids (1.5)

– soit u ∈ H2(Ω) on a :

N∑
i=1

∫
Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx = −

N∑
i=1

∫
Ω

∂2u

∂2xi
v dx+

∫
Γ
γ0( ∂u

∂xi
v)nids (1.6)

telle que ni sont les composants de vecteur n = (n1, ..,nn) de plus on a

( grad u , grad v ) = −(∆u, v) +
∫

Γ
(∂u
∂n)γ0v ds
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1.2 Problème de Poisson avec condition de Diri-
chlet et de Neumann

Nous allons maintenant aborder la résolution de quelques équations aux déri-
vées partielles elliptiques du second ordre. plus précisément problème de poisson
avec condition de Dirichlet et Neumann, pour étudier ces problèmes on va donner
une théorème qui joue un rôle important dans E D P

Théorème 2 (Lax-Milgram)[1] Soit H un espace de Hilbert réel, a une forme
bilinéaire sur H et L forme linéaire. On suppose que

1. a est continue :

∀u, v ∈ H, |a(u , v )| ≤‖a‖‖u‖H‖v‖H . (1.7)

2. a est coercive : il existe α > 0 tel que

∀u ∈ H, a(u, v ) ≥ α‖u‖2
H (1.8)

.
3. L est continue :

∀u ∈ H, |L(u)| ≤‖L‖‖u‖H (1.9)

Alors il existe un unique u dans H qui vérifie

∀v ∈ H,a(u, v) = L(v) (1.10)

et celui-ci vérifie
‖u‖ ≤ ‖L‖

α
(1.11)

Si de plus a est symétrique, alors u est aussi l’unique élément de H qui
minimise la fonctionnelle

J(v) = 1
2a(v, v)− L(v). (1.12)

1.2.1 Problème de Poisson avec condition aux limites de
Dirichlet non homogène

Soit résoudre le problème suivent{
−∆u = f , dans Ω

u = g, sur Γ (1.13)
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Où ∆u = ∑N
i=1

∂2u
∂x2

i
telle que f ∈ H−1(Ω) et g ∈ H 1

2 (Γ ). La première étapes qui
nous avons faire est la construction de la formulation faible de problème (1.13),
soit V = H1

0 (Ω) et
a(u,v) = (grad u,grad v).

il est claire que a est continue dans H1
0 (Ω)2,l’application a est coercive sur

H1
0 (Ω). Comme l’espace H 1

2 (Γ ) est l’espace des traces des éléments de H1(Ω)
alors on peut trouver une fonction u0 telle que u0 = g ;le problème
trouver u ∈ H1(Ω) telle que :{

u− u0 ∈ H1
0 (Ω)

a(u− u0,v) =< f,v > − a(u0,v),∀ v ∈ H1
0 (Ω) (1.14)

Comme a est continue. L’image de L’application L : v →< f,v > − a(u0,v)
est dans l’espace H−1(Ω). D’après la théorème de Lax Milgram le problème (1.14)
admet un et une seule solution dans H1(Ω), on prend v ∈ D(Ω) dans la deuxième
équation de système (1.14) on trouve :

a(u,v) = − < ∆u,v >=< f,v > ∀v ∈ D(Ω)

alors u est vérifié {
u− u0 ∈ H1

0 (Ω)
−∆u = f dans H−1(Ω) (1.15)

Inversement, tout solution de (1.15)est une solution de (1.14) et par la densité de
D(Ω) dans H1

0 (Ω) donc (1.15) et (1.13) sont équivalent . l’application L→ u−u0
est un isomorphisme de H−1(Ω) vers H1

0 (Ω) de plus on a

‖ u− u0 ‖1,Ω≤ C2 ‖ L ‖−1,Ω

Il est claire que
‖ L ‖−1,Ω≤‖ f ‖−1,Ω + ‖ u0 ‖1,Ω

Alors

‖ u ‖1,Ω≤ C3{‖ f ‖−1,Ω + ‖ u0 ‖1,Ω}∀u0 ∈ H1(Ω), telle que u0 = g sur Γ

Proposition 2 ([1]) Le problème (1.14) admet un et une seule solution u et il
existe un constant C telle que vérifier

‖u‖1,Ω ≤ C{‖f‖−1,Ω+‖g‖ 1
2 ,Ω
} (1.16)

La régularité de la solution u de (1.14) est liée par les donnes f et g, et la théorème
suivante explique la relation entre la régularité de u et f,g.
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Théorème 3 ([1]) Soit Ω un domaine ouvert de RN et avec un bord Γ de classe
Ck+1. pour tout entier k ≥ 0 les donnes de problème(1.13) Vérifiés

f ∈ W k,p(Ω), g ∈ W k+2−1/p,p(Γ) (1.17)

Alors u ∈ W k+2,p(Ω) et il existe un constant Ctelle que

‖ u ‖k+2,p,Ω≤ C{‖ f ‖k,p,Ω + ‖ g ‖k+2−1/p,p,Γ} (1.18)

1.2.2 Problème de Poisson avec condition aux limites de
Neumann non homogène :

Nous avons le problème suivant
−∆u = f, dans Ω
∂u
∂n = g, sur Γ

telle que f ∈ L2(Ω) et g ∈ H 1
2 (Γ ) verifies :∫

Ω f dx+ < g, 1 >Γ= 0

(1.19)

Où
∂u
∂n

= Ou.n

Il n’y aucune chance pour que la solution soit unique, pour éviter ce problème nous
avons définit l’espace H1(Ω)/R muni de la norme

‖v̇‖H1(Ω)/R = inf
v∈v̇
‖v‖ (1.20)

cet espace est un espace de Hilbert et la norme ‖v̇‖H1(Ω)/R est équivalente a |v|1,Ω
.
On introduisons le problème suivant{

Trauver v̇ ∈ H1/R
a(u̇, v̇) = L (v̇) (1.21)

Telle que a(u̇, v̇) = (∇u,∇v)∀u ∈ u̇ ∀v ∈ v̇ et L : v → (f, v)+ < g, v > ∀v ∈ v̇
, d’après la théorème de Lax-Milgram le problème (1.21) admet un et une seule
solution dans H1(Ω)/R, le problème (1.21) est équivalent à{

Trauver u ∈ H1(Ω)
a(u,v) = L(v) (1.22)

si u̇ est une solution de problème (1.21) et u̇ ∈ H2(Ω)/R implique que u est
une solution de problème (1.22) telle que

| u |1,Ω≤ C(‖f‖0,Ω+‖g‖
H

−1
2 (Γ )

) (1.23)
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Proposition 3 ([1]) le problème (1.21) admet une solution unique u̇ dans H1(Ω)/R
et u̇ dépend continument à les donnés de problème (1.20) telle que

|u|1.Ω ≤ C( ‖f‖L2(Ω)+‖g‖
H

−1
2 (Γ )

),∀u ∈ u̇ (1.24)

de plus si u̇ ∈ H2(Ω)/R alors u est la solution unique de (1.19).

Pour la régularité de la solution nous avons donner la théorème suivant

Théorème 4 ([1]) Soit Ω un ouvert borné de RN , avec un bord Γ de classe Ck+1

ou k > 0 Supposons que f et g sont les données de problème (1.19) telle que

f ∈ W k,p(Ω), g ∈ W k+1− 1
p
,p(Γ )1 < p <∞. (1.25)

Alors u̇ ∈ W k+2,p(Ω)/R et il existe un constant C = C(k, p,Ω) telle que

‖u̇‖Wk+2,p(Ω)/R ≤ C{‖f‖k,p,Ω+‖g‖k+1− 1
p
,p,Γ}. (1.26)

Preuve. voir Girault-Raviart page 15

Maintenant on va définir quelques espaces importants H(div,Ω) et H(rot,Ω).
Sont deux sous espaces de champs de vecteurs L2(Ω)N , On définit l’espace

H(div,Ω) = {v ∈ L2(Ω)N ,div v ∈ L2(Ω)}. (1.27)

Telle que div v =
N∑
i=1

∂vi

∂xi
muni de la norme suivante

‖v‖div,Ω = (‖v‖2
L2(Ω)+‖div v‖2

L2(Ω))
1
2 (1.28)

Cet espace est un espace de Hilbert et on peut remarquer que l’injections suivants
H1(Ω)d ↪→ H(div,Ω) ↪→ L2(Ω)N sont continue, on pose que H0(div,Ω) = D(Ω)N .

Théorème 5 (La densité dans H(div,Ω)) ([1])
Soit Ω un ouvert borné Lipschitzien continue de RN . L’espace D(Ω̄)N est dense
dans H(div,Ω).

Preuve. voir Girault-Rivairt page 18 Théorème 2.2

Rappelons que l’espace H −1
2 (Γ ) est le dual de H 1

2 (Γ ).

H
1
2 (Γ ) = { l’image de l’application de trace sur H1(Ω)} (1.29)
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Théorème 6 (Trace normale )([1])
L’application γn : v −→ v.n/Γ définie sur D(Ω̄)N , On peut prolonger γn vers une
application linéaire et continue sur H(div,Ω) vers H −1

2 (Γ )

Preuve. voir Girault-Rivairt page 18

L’extension γnv est appelé la trace normale de v sur Γ et notée v.n et nous
avons la formule de Green suivante :

∀v ∈ H(div,Ω), (v,grad ϕ) + (div v , ϕ) = 〈v.n, ϕ〉Γ , ∀ϕ ∈ H1(Ω) (1.30)

Théorème 7 ( [1])
Soit Ω un ouvert borné de Rd et H0(div,Ω) la fermeture de D(Ω)d dans H(div,Ω)

alors
H0(div,Ω) = Ker(γn)

On définit l’espace

H(rot,Ω) = {v ∈ L2(Ω)N , rot v ∈ L2(Ω)N} (1.31)

Telle que si N = 2 alors pour tout fonction ψ ∈ D(Ω) et v = (v1,v2) dans D(Ω)2

on a
Rot ψ = ( ∂ψ

∂x2
,− ∂ψ

∂x1
)

rot v = ∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2

et si N = 3 on a

rot v = (∂v3

∂x2
− ∂v2

∂x3
,
∂v3

∂x1
− ∂v1

∂x3
,
∂v1

∂x2
− ∂v1

∂x2
)

Cet espace est un espace de Hilbert muni de la norme

‖v‖rot = (‖v‖2
L2(Ω)N +‖rot v‖2

L2(Ω)N ) 1
2 (1.32)

et H0(rot,Ω) = D(Ω)NH(rot,Ω) [1]

Théorème 8 ( [1]) Soit Ω un ouvert borné Lipschitzien continue de Rd,l’espace
D(Ω̄)d dense dans H(rot,Ω)

Preuve. voir Girault-Reviart page 35
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Théorème 9 (Trace tengentiel ) ( [1])
L’application γτ : v −→ v.τ/Γ si N = 2 ou γτ : v −→ v × n/Γ si N = 3

définie sur D(Ω̄)d ; on peut prolonger γτ vers une application linéaire et continue
sur H(rot,Ω) vers H −1

2 (Γ ) si N = 2 ou vers H −1
2 (Γ )3 si N = 3, de plus on a la

formule de Green

(rot v, ϕ) + (v, rot ϕ) = 〈γτv, ϕ〉,∀v ∈ H(rot,Ω), ϕ ∈ H −1
2 (Γ )3 si N = 3

et ϕ ∈ H1(Ω) si N = 2

Preuve. voir Girault-Reviart page 35

On va terminer cette partie par le théorème suivant

Théorème 10 ( [1]) Soit Ω un ouvert borné de <d et soit H0(rot,Ω) la fermeture
de D(Ω)d dans H(rot,Ω) alors

H0(rot,Ω) = Ker(γτ )

[1]

1.3 Alternative de Fredholm et théorie spectral
Soient E et F deux espaces de Banach

Définition 2 ([4]) On dite que T ∈ L(E,F) est compact si T(BE) est relati-
vement compact pour la topologie forte, on désigne par K(E,F) l’ensemble des
opérateurs compact et on pose K(E)=K(E,E) .

On va donner maintenant un théorème important pour notre travail, note que T ∗
est l’adjoint de l’opérateur T

Théorème 11 (Shouder) ([4]) Si T ∈ K(E,F) alors T ∗ ∈ K(E,F) et récipro-
quement

Preuve. voir Brizes analyse fonctionnelle page 90

L’alternative de Fredholm concerne la résolution de l’équation de u-Tu=f et
elle est donner par

Théorème 12 ([4]) Soit T ∈ K(E) alors on a
– a) N(I − T ) est de dimension finie
– b) R(I − T ) est fermé et plus précisément R(I − T ) = N(I − T ∗)⊥
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– c) N(I − T ) = {0} ⇐⇒ R(I − T ) = E,
– d) dim N(I − T ) = dim N(I − T ∗).

Preuve. Voir Brizes (analyse fonctionnelle) page 95.

Remarque 3 ([4]) On remarquons que pour tout f ∈ E l’équation u-Tu=f
admet une solution unique , ou bien l’équation homogène u − Tu = 0 admet n
solutions linéairement indépendant et dans ce cas l’équation non homogène u −
Tu = f est résoluble si et seulement si f vérifiée n condition d’orthogonalité de
plus on peut remarquer que la condition (c) en dimension finie remplacer par T
injective si et seulement si T est surjective

1.3.1 Spectre d’opérateur compact
Définition 3 ([4]) Soit T ∈ L(E)
l’ensemble résolvant est ρ(T ) = {λ ∈ R, (T − λI) bijectif de E sur E}, le spectre
σ(T ) est le complémentaire de l’ensemble résolvant σ(T ) = R/ρ(T ), on dite que λ
est un valeur propre si N(T − λI) 6= 0,N(T − λI) est l’espace propre associé a λ.

Proposition 4 ([4]) Le spectre σ(T ) est un ensemble compact et σ(T ) ⊂ [−‖T‖,+‖T‖]

Théorème 13 ([4]) Soit T ∈ K(E) avec dim (E) =∞ alors on a :
– a) 0 ∈ σ(T )
– b) σ(T )/{0} = V P (T )/{0}
– c) l’une des situations suivantes :
– ou bien σ(T ) = {0}
– ou bien σ(T )/{0} est fini
– ou bien σ(T )/{0} est suite qui tend vers 0

11



Chapitre 2

Problème de Vecteur Potentiel
Dans 3D

Le bute de ce chapitre, c’est la résolution de problème v = rot ϕ avec div ϕ =
0 telle que v ∈ L2(Ω)N et ϕ vérifié quelques condition aux limites, si N = 3 dit que
ϕ est un vecteur potentiel. On peut remarquer que si la solution existe alors elle
est dans H(div,Ω)∩H(rot,Ω) ou dans un sous espace de H(div,Ω)∩H(rot,Ω). La
première étapes qui nous avons faire c’est l’étude de l’intersection de H(div,Ω) ∩
H(rot,Ω)

Définition 4 ( [3]) Soit X(Ω) = H(div,Ω) ∩ H(rot,Ω).V,U et X0(Ω) les sous
espaces de X(Ω)définit par

V = {v ∈ X(Ω), v.n = 0} (2.1)

U = {v ∈ X(Ω), v× n = 0} (2.2)

X0(Ω) = V ∩U (2.3)

Muni de la norme suivante ‖u‖ = (‖u‖2
0,Ω+‖div u‖2

0,Ω+‖rot u‖2
0,Ω) 1

2

Nous avons voir déjà dans le chapitre précédent que l’espace D(Ω̄)N est dense dans
H(div,Ω) et H(rot,Ω) donc on a la proposition suivante.

Proposition 5 ( [3]) L’espace D(Ω̄)3 est dense dans X(Ω) .

Lemme 2 ( [3]) L’espace X0(Ω) est coïncide avec H1
0 (Ω)3

Preuve. voir Armouche-Bernardi page 5

Proposition 6 ( [3]) L’injection de X(Ω) dans L2(Ω)3 n’est pas compact

12



Preuve. Soit (gk)k une suite qui converge vers 0 faiblement mais n’est pas forcé-
ment dans H 1

2 (Γ) , on considère le système suivant{
−∆χk = 0 dans Ω
χk = gk sur Γ

Donc la suite (χk)k est bornée de plus tend vers 0 faiblement mais n’est pas forcé-
ment dans H1(Ω). Pour tout k on suppose que vk = grad χk satisfait

rot vk = 0 et div vk = 0 dans Ω

Comme χk est bornée dansH1(Ω) alors on peut extraite une sous suite qui converge
forcément dans L2(Ω) grâce a l’injection H1(Ω) dans L2(Ω) est compact, de plus
si La suite vk est converge vers 0 dans L2(Ω)3 forcément. donc χk converge vers 0
dans H1(Ω) forcément ce qui un contradiction .

Théorème 14 ( [3]) L’injections de V et U dans L2(Ω)3 sont compacts

Preuve. voir Armouche Bernardi page 6 .

Lemme 3 ( [3]) Soit Ω un ouvert borné de classe C1, alors H1(Ω)3∩V est dense
dans V

Preuve.
Soit v ∈ V , alors on peut trouver une suite vk de D(Ω̄)3qui converge vers v dans
X(Ω), pour tout k, on considère la suite χk des solutions de problème suivant

∀ϕ ∈ H1(Ω),
∫

Ω
grad χk · grad ϕ =

∫
Ω
vk · grad ϕ (2.4)

D’une façon équivalente χk sont des solutions de problème de Neumann suivant{
−∆χk = div vk dans Ω

∂χk

∂n
= vk · n, sur Γ

Comme Ω est de classe C1, alors pour tout k les fonctions χk sont dans H2(Ω)
donc la fonction vk − grad χk est dans H1(Ω)3. La suite vk est converge dans
X(Ω), on peut vérifier que la suite χk est converge dans H1(Ω) vers la solution χ
de problème {

−∆χ = div v dans Ω
∂χ
∂n

= v · n, sur Γ

Finalement La solution χ est dans H2(Ω), donc la suite (vk − grad χk + grad χ)k
de H1(Ω)3 ∩ V est converge vers v dans V

13



Théorème 15 ( [3]) Soit Ω est de classe C1, Alors l’espace V est injecte conti-
nument dans H1(Ω)3 .

Preuve. voir Armouche-Bernardi page 6 .

Maintenant nous avons faire les même étapes pour l’espace U .

Lemme 4 Soit Ω un ouvert borne de classe C1, alors H1(Ω)3 ∩U est dense dans
U

Preuve. Soit v ∈ U, alors on peut trouver une suite vk de D(Ω̄)3 qui converge
vers v dans X(Ω). On introduisons l’espace suivent

V0 = {v ∈ V,div v = 0}

D’après la théorème 15 , on a l’espace V0 dans H1(Ω)3. Pour tout k, on a le
problème suivant : trouver ζk ∈ V0 telle que

∀ϕ ∈ V0,
∫

Ω
ζk · ϕdx+

∫
Ω
rotζk · rotϕdx =

∫
Ω
vk · rotφdx

Ce problème admet une solution unique dans H1(Ω)3 ; maintenant nous avons
chercher à une autre problème équivalent, on va construire une nouvelle fonction
de test, soit ϕ̃ un élément de V et χ est la solution dans H2(Ω) de problème de
Neumann {

−∆χ = div ϕ̃, dans Ω
∂χ
∂n

= ϕ̃ · n = 0, sur Γ
On remarque que la fonction ϕ = ϕ̃− grad χ est dans V0 et on a∫

Ω
ζk · grad χdx = −

∫
Ω
div ζk · χ+

∫
Γ
(ζk · n)χds = 0

Donc, on peut remplacer ϕ par ϕ̃ − grad χ et ζk aussi une solution dans V de
problème

∀ϕ̃ ∈ V,
∫

Ω
ζk · ϕ̃dx+

∫
Ω
rot ζk · rot ϕ̃ =

∫
Ω
vk · rot ϕ̃dx

Autrement dite que 
ζk −∆ζk = rotvk dans Ω

div ζk = 0 dansΩ
∂ζk

∂n
= 0 et ζk × n = vk × n sur Γ

14



ce problème aux limites est un problème elliptique admet une solution ζk dans
H2(Ω)3. Similaire la solution ζ de problème

ζ −∆ζ = v dans Ω
div ζ = 0 dansΩ

∂ζ
∂n

= 0 et ζ × n = v × n sur Γ

est dansH2(Ω)3. Finalement la suite (vk−gradζk+grad ζ)k dans l’espaceH1(Ω)3∩
U est converge vers v dans U .

Théorème 16 ( [3]) Soit Ω est de classe C1. Alors l’espace U est injecte conti-
nument dans H1(Ω)3 .

corolaire
Si Ω est de classe Cm alors pour tout m ≥ 1 les espaces suivants

{v ∈ L2(Ω)3, div v ∈ Hm−1(Ω)3 rot v ∈ Hm−1(Ω)3,v · n = 0} (2.5)

{v ∈ L2(Ω)3, div v ∈ Hm−1(Ω)3 rot v ∈ Hm−1(Ω)3,v× n = 0} (2.6)

sont injecte continument dans Hm(Ω)3.

2.1 Vecteur Potentiel Sans conditions aux Li-
mites

Soit Ω un ouvert borné dans R3, nous avons poser les hypothèses suivants : Ω
borné, multiplement connexe et Γ son bord est de classe C2. Soit Γ0 est le bord
extérieur de Ω et Γ1, ...,Γp sont les composants connexe de Γ.

On suppose qu ’il est existe m surfaces Σ1, ...,Σm, telle que Ω0 = Ω/⋃ Σi est
un simplement connexe et régulière, les Σi sont disjoints deux a deux, si m = 0 on
dit que Ω est simplement connexe.
Noté que <,>Γi

est le crochet de dualité de H −1
2 (Γi) dans H 1

2 (Γi)

15



Lemme 5 ( [3]) Pour tout u ∈ H(div,Ω) vérifiée :

div u = 0 sur Ω
< u · n, 1 >Γi

= 0, 0 ≤ i ≤ p
(2.7)

il est existe un vecteur ψ0 dans H1(Ω)3 telle que

u = rot ψ0 et div ψ0 = 0 sur Ω (2.8)

Preuve.
soit u = (u1, u2, u3) une fonction qui vérifiée (2.7), soit O un ouvert borné régulier
avec un bord connexe telle que Ω̄ est dans O, on noté que Ωi sont les composants
connexe de O/Ω̄ avec des bords Γi, on va considérer χi les solutions dans H1(Ωi)
de problème de Neumann suivent :

−∆χ0 = 0 dans Ω0
∂χ0
∂n

= u · n sur Γ0
∂χ0
∂n

= 0 sur ∂O
(2.9)

et {
−∆χi = 0 dans Ωi
∂χi

∂n
= u · n sur Γi 1 ≤ i ≤ p

(2.10)

et l’extension ū de la fonction u définit par

ū =


u dans Ω

gradχi sur Ωi , 0 ≤ i ≤ p
0 sur R3/Ō

(2.11)

est dans H(div,R3) avec une divergence nulle dans R3. On noté û = (û1, û2, û3) la
transformation de Fourier qui vérifie l’équation

ζ1û1 + ζ2û2 + ζ3û3 = 0

16



On observe que la fonction ψ0 = (ψ01, ψ02, ψ03) vérifiée la condition (2.8) si et
seulement si

û1 = ζ2ψ̂03 − ζ3ψ̂02, û2 = ζ3ψ̂01 − ζ1ψ̂03, û3 = ζ1ψ̂02 − ζ2ψ̂01 (2.12)

et
ζ1ψ̂01 + ζ2ψ̂02 + ζ3ψ̂03 = 0 (2.13)

dans L2(R3) le système (2.12) et (2.13) équivalent a

ψ̂01 = ζ3û2 − ζ2û3

|ζ|2
, ψ̂02 = ζ1û3 − ζ3û1

|ζ|2
, ψ̂03 = ζ2û1 − ζ1û2

|ζ|2
(2.14)

telle que |ζ|2 = ζ2
1 + ζ2

2 + ζ2
3 . On va défini ψ0 par l’équation (2.14), il suffit mon-

trer que ψ̂0 est dans H1
Loc(R3). Son gradient est dans L2(R3)3 grâce a l’inégalité

|ζjψ̂0k| ≤
3∑
i=1
|ûi| de plus, On fixer la fonction ω de classe C∞ avec support compact

dans R3 et égale 1 dans un voisinage de 0, et on a

ψ̂0(ζ) = ω(ζ)ψ̂0(ζ) + (1− ω(ζ))ψ̂0(ζ)

On observe que ωψ̂0 admet un support compact alors son inverse par la transfor-
mation de Fourier est analytique et son instruction dans Ω est dans L2(Ω)3×3, et
1−ω est nulle de un voisinage de 0 donc (1−ω)ψ̂0 est dans L2(R3) finalement l’in-
verse de ψ̂0 par la transformation de Fourier est dans H1(Ω)3. Inversement pour
tout ψ0 dans H1(Ω)3 on a div (rot ψ0 = 0) de plus, pour tout µi, soit µi est
une fonction de classe C∞ dans Ω̄ égal 1 dans le voisinage de Γi et nulle sur Γk,
0 ≤ i ≤ p, k 6= i, on a

< u · n, 1 >Γi
=< rot (µiψ0) · n, 1 >Γ +

∫
Ω
div (rot (µiψ0))dx = 0 (2.15)

Donc ψ0 vérifiée la condition (2.8) .

2.2 Vecteur potentiel tangentiel
Dans cette partie nous avons démontrer l’existence d’un vecteur potentiel dans

V , on introduisons l’espace suivent

Θ = {v ∈ H1(Ω0), [v]i = constant 1 ≤ i ≤ m}

Telle que la notation [v]i signifiée la restriction de la trace de v sur chaque Σi.
La première lemme qui nous avons utiliser ici c’est une extension de la formule de
Green pour les éléments de H1(Ω0)
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Lemme 6 ( [3]) Pour tout ψ dans H0(div,Ω), la restriction de ψ · n sur Σi est
dans H −1

2 (Σi) de plus nous avons la formule de Green suivante

∀χ ∈ H1(Ω0) ,
m∑
i=1

< ψ · n, [χ]i >Σi
=

∫
Ω0

div ψ χdx+
∫

Ω0
ψ · grad χdx (2.16)

Preuve. Pour tout µ ∈ H 1
2 (Σi) on peut trouver une fonction ϕ dans H1(Ω0) telle

que [ϕ]i = 0 si k 6= i sinon égal µ et ϕ satisfait l’estimation suivante

||ϕ||1,Ω0 ≤ C‖µ‖ 1
2 ,Σi

(2.17)

maintenant, soit ψ ∈ D(Ω)3 alors on a la formule de Green suivant

< ψ · n, µ >Σi
=

∫
Ω0
ψ · grad ϕ dx +

∫
Ω0
div ψ ϕ dx

De plus on a
|< ψ · n, µ >Σi

|≤ C‖ψ‖div,Ω‖µ‖ 1
2 ,Σi

telle que la constante C est la constante qui vérifie l’estimation (2.17), donc la
restriction ψ · n sur Σi dans H

−1
2 (Σi) et vérifiée

‖ψ · n‖−1
2 ,Σi
≤ C‖ψ‖div,Ω

La densité de D(Ω)3 dans H0(div,Ω) permet de prolonger la trace normale sur Σi

pour les éléments de H0(div,Ω) et l’extension vérifiée les mêmes propriétés et on
peut utiliser la partition de l’unité pour démontrer que la formule de Green sera
sous la forme (2.16).

Maintenant on va donner une caractérisation de l’espace Θ.

Lemme 7 ([3]) Soit v un élément de H1(Ω0), alors v est dans Θ si et seulement
si rot( ˜grad v) = 0 sur Ω telle que ˜grad v signifie le prolongement de grad v
jusqu’à Ω

Preuve.
Premièrement, on observe que pour tout v ∈ H1(Ω0) et pour tout ϕ ∈ D(Ω)3 on a

< rot ( ˜grad v), ϕ >=
∫

Ω0
grad v · rot ϕ dx (2.18)

Alors d’après le lemme précédente on a

∀v ∈ H1(Ω0),∀ϕ ∈ D(Ω)3 < rot( ˜grad v), ϕ >=
m∑
i=1

∫
Σi

[v]i rot ϕ · n dτ (2.19)
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d’après la formule de stocks on peut démontrer que

∀ϕ ∈ D(Ω)3,∀µ ∈ L2(Σi),
∫
Σi

µ rot ϕ · n dτ =< grad µ× n, ϕ >Σi
(2.20)

Soit v ∈ Θ par (2.20) et (2.19) avec µ = [v]i ce qui implique que rot( ˜grad v) = 0
maintenant, soit v ∈ H1(Ω0) telle que vérifie rot ( ˜grad v) = 0 d’après (2.19)et
(2.20) donc on a

∀ϕ ∈ D(Ω)3
p∑
i=1

< (grad× n)[v]i, ϕ >Σi
= 0 (2.21)

On peut prend une fonction aϕ avec certain support compact qui implique que
(grad× n)[v]i = 0 donc [v]i est constant pour tout 1 ≤ i ≤ p

Théorème 17 ( [3]) Pour tout v dans H(div,Ω) satisfait :

div v = 0 sur Ω (2.22)

< u · n, 1 >Γi
= 0, 0 ≤ i ≤ p (2.23)

si et seulement si il existe un vecteur potentiel ψ dans X(Ω) telle que

u = rot ψ et div ψ = 0 sur Ω
ψ · n = 0 sur Γ

< ψ · n, 1 >Σi
= 0 1 ≤ i ≤ m

(2.24)

Telle que la fonction ψ est unique

Remarque 4 Dans Le théorème précédent la fonction ψ est indépendant a le chois
des surfaces Σi, si ψ un vecteur quelconque de H(div,Ω) telle que

div ψ = 0 sur Ω et ψ · n = 0 sur Γ (2.25)

Supposons que il existe un ouvert Lipschitzienne ω dans Ω on a

< ψ · n, 1 >∂ω=
∫
ω
divψ = 0 (2.26)

Si Σ1 et Σ2 est dans ω telle que vérifies les conditions suivants

Σ1
⋃

Σ2 ⊂ ∂ω, ∂ω/Σ1
⋃

Σ2 ⊂ Γ et Σ1
⋂

Σ2 = φ (2.27)

Alors
< ψ · n, 1 >Σ1= − < ψ · n, 1 >Σ2 (2.28)

Donc si le flux de ψ à traverse Σ1 est nulle alors le flux de ψ a traverse Σ2 est
nulle .
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L’unicité de vecteur potentiel est dépendant à la caractérisation de l’espace suivant

H = {v ∈ V,div v = 0 et rot v = 0} (2.29)

Proposition 7 ( [3]) La dimension de H est égal à m, et admet une base ˜grad qi
, 1 ≤ i ≤ m, telle que qi est la solution unique dans H1(Ω0) de problème suivant

−∆∂qi = 0 dans Ω0.
∂qi

∂n
= 0, sur Γ.

[qi]k = constant et [∂qi

∂n
]k = 0, 1 ≤ k ≤ m

< ∂qi

∂n
, 1 >Σk

= δi,k, 1 ≤ k ≤ m

(2.30)

Preuve. ( [3]) L’espace Θ est un sous espace fermé de H1(Ω0), d’après la théorème
de Lax-Milgram le problème : trouver qi dans Θ telle que

∀v ∈ Θ,
∫

Ω0
grad qi · grad v = [v]i (2.31)

. Admet une solution dans Θ, dans (2.31), on substitutions v ∈ D(Ω) on obtient

< div ˜grad qi, v >= −
∫

Ω
˜grad qi · grad vdx = −

∫
Ω0
grad qi · grad vdx = 0

(2.32)
Donc ˜grad qi est dans H(div,Ω), de plus −∆qi est égal 0 sur Ω0 et d’après la
formule de Green on a [∂qi

∂n
]k est égal 0 sur Σk, de plus on va utiliser (2.31) mais

pour v ∈ H1(Ω) on obtient∫
Ω0

grad qi · grad v =< ∂qi
∂n

, v >Γ= 0 (2.33)

Conséquence, ˜grad qi · n est nulle sur Γ et ˜grad qi est dans H0(div,Ω) . d’après
le lemme (6 )la restriction de ∂qi

∂n
sur Σk est dans H −1

2 (Σk). On va fixer un entier
k, et on prend v ∈ Θ telle que [v]k = δi,k pour tout i et on appliquons (2.16) et
(2.31) avec χ = v on trouve (2.30 ) .
On va démontrer maintenant que l’ensemble grad qi est engendrer l’espace H,
soit w ∈ H on suppose que u = w − ∑p

i=1 < w · n, 1 >Σi ˜grad qi. Il est claire
que u est dans H et satisfait la condition < u · n, 1 >Σk

= 0 pour tout 1 ≤ k ≤ m
comme Ω0 est simplement connexe et rot u = 0 sur Ω0 alors il existe une fonc-
tion q dans H1(Ω0) telle que u est coïncide a ˜grad q et div u = 0 alors ∆q = 0
sur Ω0 de plus u est dans H0(div,Ω) donc ∂q

∂n
= 0 sur Γ ; et pour tout i ,[∂qi

∂n
]

est égal a 0 sur Σi mais rot u est égal 0 sur Ω le lemme (2) implique que q est
dans Θ alors < ∂q

∂n
, 1 >Σi

= 0 pour tout i donc q est constant de plus u est égal 0 .
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Preuve. (théorème 17)( [3])
supposons que u est dans H(div,Ω) telle que vérifie les conditions (2.22) et (2.23)
alors d’après le lemme (5) il existe un vecteur ψ0 potentiel de u, on introduisons
la fonction χ la solution de problème{

−∆χ = 0, dans Ω
∂χ
∂n

= ψ0 · n, sur Γ (2.34)

Finalement on pose que ψ = ψ0− grad χ−∑p
i=1 < ψ0− grad χ·n, 1 >Σi

˜grad qi
et on peut vérifie facilement que ψ vérifie les condition (2.24) .

corolaire : Dans l’espace V la semi norme

w → ‖ rot w‖L2(Ω)3 + ‖ div w ‖L2(Ω) +
m∑
i=1
|< w · n, 1 >Σi| (2.35)

est une norme équivalente à la norme de V
Preuve. voir Amrouche-Brnardi page 21 .

2.3 vecteur potentiel normale
Dans cette partie nous avons étudie le cas que le vecteur potentiel est dans U .

Théorème 18 ( [3]) Pour tout vecteur v dans H(div,Ω) vérifie les conditions
suivants

div v = 0 sur Ω et v · n = 0 sur Γ (2.36)

< v · n, 1 >Σi= 0, 1 ≤ i ≤ m (2.37)

Si et seulement si il existe un vecteur potentiel ψ dans X(Ω) telle que

v = rot ψ sur Ω et div ψ = 0 sur Ω (2.38)

ψ × n = 0 sur Γ (2.39)

< ψ · n, 1 >Γi
= 0, 0 ≤ i ≤ p (2.40)

La fonction ψ est unique

L’unicité de la fonction ψ est dépendant à l’espace suivant

G = {v ∈ U, rot v = 0 et div v = 0 sur Ω}
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Proposition 8 ( [3]) La dimension de G est égal à p, et admet une base des
fonctions grad fi, telle que les fonctions fi sont des solutions dans H1(Ω) des
problèmes 

−∆fi = 0 dans Ω
fi = 0 sur Γ0 et fi = constant sur Γi , 1 ≤ i ≤ p

< ∂fi

∂n
, 1 >Γk

= δi,k, 1 ≤ k ≤ p et < ∂fi

∂n
, 1 >Γ0= −1

(2.41)

Preuve. Soit l’espace Θ0 définie par

Θ0 = {v ∈ H1(Ω),v = 0 sur Γ0 et v = constant sur Γi , 1 ≤ i ≤ p} (2.42)

pour 1 ≤ i ≤ p le problème : trouve fi dans Θ0 telle que

∀v ∈ Θ ,
∫

Ω
grad fi · grad v = v\Γi

(2.43)

admet unique solution, les fonction grad fi sont dans G et linéairement dépen-
dant, on considérons la fonction

u = w−
p∑
i=1

< w · n, 1 >Γi
grad fi (2.44)

on observe que ∫
Ω
div w dx =< w · n, 1 >Γ= 0 (2.45)

telle que w est dans G, il est claire que u vérifie les conditions (2.22) et (2.23),
alors il existe un vecteur potentiel ψ0 dans H1(Ω)3 telle que∫

Ω
u ·u dx =

∫
Ω
u · rot ψ0 dx =

∫
Ω
rot u ·ψ0 dx + < u×n, ψ0 >Γ= 0 (2.46)

donc u est égal 0 .
Corolaire :
Dans l’espace U , la semi norme

w → ‖ rot w‖L2(Ω)3 + ‖ div ‖L2(Ω) +
p∑
i=1
|< w · n, 1 >Γi| (2.47)

est une norme équivalente à la norme de U
Preuve. (théorème 18) ( [3])
On suppose que ψ vérifie les conditions (2.38),(2.39) et (2.40). Soit la fonction
u = rot ψ, il est claire que la divergence de u est nulle ; de plus, pour tout χ dans
H2(Ω) d’après les formules (1.30) et(1.33) on a∫

Ω
rot ψ · grad χ =< u · n, χ >Γ (2.48)
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∫
Ω
rot ψ · grad χ = − < ψ × n, grad χ >Γ (2.49)

Comme ψ×n est nulle Ω, et par la densité on peut vérifie que rot ψ ·n = 0 sur Γ
donc rot ψ dans H0(div,Ω) alors d’après le lemme (6) rot ψ ·n est dans H −1

2 (Σk)
pour 1 ≤ k ≤ p ; l’espace D(Σk) est dense H −1

2 (Σk) alors on peut prend µ = 1
dans (2.16) on trouve

< rot ψ · n, 1 >Σk
= 0 (2.50)

.
Inversement, pour tout u vérifiée la condition (2.36) et (2.37), et associe la

fonction ψ0 d’après le lemme (5). On introduisons l’espace suivent
H∗ = {w ∈ H, div w = 0 sur Ω et < w · n, 1 >Σk

= 0 , 1 ≤ k ≤ m} (2.51)
De plus le problème, trouver ζ dans H∗ telle que

∀ϕ ∈ H∗ ,
∫

Ω
rot ζ · rot ϕdx =

∫
Ω
ψ0 · rot ϕdx−

∫
Ω
rot ψ0 · ϕdx (2.52)

admet unique solution. Maintenant on va prolonger la formule (2.52) pour tout
fonction de test sur V. Pour tout fonction ϕ̃ dans V, on définie la fonction χ dans
H1(Ω) comme la solution de problème de Neumann{

−∆χ = div ϕ̃ , dans Ω
∂χ
∂n

= 0, sur Γ (2.53)

On pose que

ϕ = ϕ̃− grad χ+
m∑
i=1

< ϕ̃− grad χ, 1 >Σi
˜grad qi (2.54)

On observe que ϕ est dans H∗ et d’après la condition (2.36) et (2.37) on a :∫
Ω
rot ψ0 · grad χdx =

∫
Ω
u · grad χ = 0 (2.55)

et d’après (2.36) (2.37) et (2.16) on a :∫
Ω
rot ψ0 · ˜grad qidx =

∫
Ω0

u · grad qidx

=
m∑
i=1

[qi]Σi
< u · n, 1 >Σi

= 0

Donc on a
∀ϕ̃ ∈ V,

∫
Ω

rot ζ · rot ϕ̃dx =
∫

Ω
ψ0 · rot ϕ̃dx−

∫
Ω

rot ψ0 · ϕ̃dx

ce qui implique que la fonction

ψ = ψ0 − rot ζ −
p∑
i=1

< ψ0 − rot ζ · n, 1 >Γi
fi

est dans X(Ω) et vérifie les condition (2.38)(2.39) et (2.40).
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2.4 Autre type de vecteur potentiel
Nous avons présenter ici un autre type de vecteur potentiel .

Théorème 19 ( [3]) Soit Ω un domaine de classe C1, si u une fonction de
H(div,Ω) vérifiée les condition suivants

div u = 0 sur Ω et u · n = 0surΓ

< u · n, 1 >Σk
= 0 , 1 ≤ k ≤ m

Si et seulement si il existe un vecteur potentiel ψ de H1(Ω)3 telle que

u = rot ψ sur Ω et div(∆ψ) = 0 sur Ω

ψ = 0 sur Γ

<
∂ψ

∂n
· n, 1 >Γi

= 0, 1 ≤ i ≤ p

de plus ψ est unique .

La condition div (∆ψ) = 0 signifie que ∆( div ψ) = 0 donc l’expression <
∂ψ
∂n
· n, 1 >Γi

admet une sens.
Comme les deux section précédentes, on introduisons l’espace suivent L = {w ∈
H1

0 (Ω)3 , rot w = 0 , div w = 0 sur Ω}

Proposition 9 ( [3]) Soit Ω un domaine de classe C1, la dimension de l’espace
L est égal p et admet une base grad q0

i telle que pour tout 1 ≤ i ≤ p la fonction
q0
i est la solution unique dans H2(Ω) de problème suivant

∆2q0
i = 0 sur Ω

q0
i\Γ0

= 0 et q0
i\Γk

= constant 1 ≤ k ≤ p

<
∂q0

i

∂n
, 1 >Γk

= δi,k , 1 ≤ k ≤ p et <
∂(∆q0

i )
∂n

, 1 >Γ0= −1
(2.56)

Preuve. On introduisons l’espace suivant

Θ00 = {v ∈ H2(Ω), v\Γ0 = 0 et v\Γi
= constant 1 ≤ i ≤ p , ∂v

∂n
= 0 sur Γ}

Pour tout 1 ≤ i ≤ p le problème : trouver q0
i dans Θ00 telle que

∀v ∈ Θ00 ,
∫

Ω
∆q0

i · vdx = −v\Γi

admet unique solution, de plus d’après la formule de Green suivante, si q et r dans
Θ00 telle que ∆2q dans L2(Ω) on a∫

Ω
(∆2q)rdx =

∫
Ω

∆q∆rdx+
p∑
i=1

r\Γi
<
∂(∆q)
∂n

, 1 >Γi
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Si q0
i vérifie les condition (2.56) et donc les solution sont grad q0

i et les q0
i sont

linéairement indépendance .
Finalement, on va démontrer que pour tout w de L on a

w =
p∑
i=1

<
∂( div w)

∂n
, 1 >Γi

gard q0
i

On pose que

u = w −
p∑
i=1

<
∂( div w)

∂n
, 1 >Γi

gard q0
i

On a
<
∂( div w)

∂n
, 1 >= 0 , 0 ≤ i ≤ p

de plus, la fonction grad( div u ) vérifie la condition (2.7) alors le théorème
(2.17) implique que il existe un vecteur potentiel µ dans X(Ω) telle que

grad( div u) = rot µ , divµ = 0 sur Ω et µ · n = 0 sur Γ

Donc ∫
Ω

( div u)2dx = −
∫

Ω
u · grad( div u)dx

= −
∫

Ω
u · rot µdx = −

∫
Ω
rot u · µdx = 0

Car u est dans L, donc div u = 0 et u est dans H ⋂
G ce qui implique que u est

égal 0 .
Preuve. ( théorème 19) voir Armouche et Bernardi page 28
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Chapitre 3

Les champs de Beltrami

Maintenant nous avons étudie le problème qui nous intéressons le problème des
champs de Beltrami, un champs Beltrami est un champs de vecteur qui vérifie le
système

rot B = αB et div B = 0 sur Ω (3.1)
telle que Ω un domaine vérifie les hypothèses de chapitre 2 et α est une valeur réel
connue ou inconnue. On peut remarquer que nous allons deux cas si α un constant
réel ou une fonction a valeur réel. On pose que les fonction qi(resp fi) sont la base
de H( resp G) et on suppose que α un réel connue et non nulle ( dans le cas α = 0
correspond a la théorie classique de vecteur potentiel )
Lemme 8 ( [2]) Pour tout vecteur v de L2(Ω)3 qui vérifie

div v = 0

Alors on a
– Si v est dans V alors

PHv =
m∑
i=1

(
∫

Σi

v · nds)qi

– si v est dans G alors
PGv =

p∑
i=1

(
∫
Γi

v · nds)fi

On peut remarquer que l’application

v → ‖v‖V = (‖ rot v‖2
0,Ω + ‖ div v‖2

0,Ω + ‖PH(v)‖2
0,Ω) 1

2

( resp v → (‖ rot v‖2
0,Ω + ‖ div v‖2

0,Ω + ‖PG(v)‖2
0,Ω) 1

2 ) est une norme équiva-
lente a la norme de V( resp U). on va définir maintenant les constants

α0(Ω) = inf
v∈V,v 6=0

‖v‖V

‖v‖0,Ω
(3.2)
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α1(Ω) = inf
v∈v,v 6=0

‖v‖U

‖v‖0,Ω
(3.3)

α0(Ω) et α1(Ω) sont deux constants positives et non nulle . On considérons le
système suivant 

rot B = αB
div B = 0
B · n = g∫

Γ (B× n) · qi dx = αai ,i = 1...m

(3.4)

Telle que (a1, a2, .., am) ∈ Rm et g ∈ H
1
2 (Γ ), on remarque que g est vérifie les

conditions de compatibilité suivantes∫
Γi

g ds = 0 , i = 0...p (3.5)

De plus, si B ∈ H1(Ω)3 est la solution de (3.4 ), pour tout 0 ≤ i ≤ p , soit ki une
fonction de D(R3) satisfais ki(r) = δi,j au voisinage de Γi on a

rot (kiB) = αkiB + grad ki ×B

Alors

α
∫
Γi

B · n ds =
∫
Γ
rot ki B · n =

∫
Ω
div rot (ki B) dx = 0

On peut remarquer que la condition aux limites

αai =
∫
Γ

(B× n) · qi ds =
∫

Ω
rot B · qi dx = α

∫
Ω
B · qi dx

Signifie la projection orthogonale de B sur H.

3.1 Résultat général d’existence et unicité
Dans cette partie nous avons étudier l’existence, l’unicité et la régularité de la

solution de problème (3.4).

3.1.1 Problème équivalent
( [2]) Pour tout g ∈ H

1
2 (Γ ) vérifie la condition (3.5) et (a1, a2, .., am) ∈ Rm,

on définit le vecteur potentiel B0 ∈ H1(Ω)3 par B0 = ∇ϕ0 −
∑m
i=1 aiqi, telle que

ϕ0 ∈ H2/R la solution de problème de Neumann suivant

∆ϕ0 = 0 sur Ω , ∂ϕ0

∂n
= g sur Γ (3.6)
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On remarque que B0 satisfaite

rot B0 = 0 , div B0 = 0 , B0·n = g sur Γ et
∫

Ω
B0·qidx = −ai pour i = 1, ...,m

On définie maintenant l’énergie E0 ≥ 0 par :

E0 = ‖B0‖2
0,Ω = ‖∇ϕ0‖2

0,Ω +
m∑
i=1

a2
i . (3.7)

Si B ∈ H1(Ω)3 est une solution de (3.4) si et seulement si b = B−B0 dans H1(Ω)3

est une solution de 
rot b = αb + αB0 sur Ω

div b = 0 sur Ω
b · n = g sur Γ

PHb = 0

(3.8)

Supposons que B ∈ H1(Ω)3 est solution de (3.4) alors, b = B−B0 est dans V et
vérifie la première équation de problème (3.8), de plus

αai =
∫
Γ

(B× n)· qi dσ = −
∫

Ω
rot B· qi dΩ = −

∫
Ω
α(b+B0)·qi d Ω = −α(PHb, qi)+αai

Donc PHb = 0. Inversement, il est claire que b est solution de (3.8) alors B est
une solution de (3.4). Pour trouver une autre formulation de problème (3.8), nous
introduisons l’espace suivant

X = {v ∈ L2(Ω)3, div v = 0 et < v.n, 1 >Γi
= 0, 1 ≤ i ≤ p} (3.9)

L’espace X est un sous espace fermé de H(div,Ω), alors est un espace de Hilbert
pour la norme induite de L2(Ω)3

On considère le problème suivant : pour j ∈ X, trouver u ∈ V telle que

rot u = j , div u = 0 , PHu = 0 (3.10)

Lemme 9 ( [2]) u ∈ V est une solution de (3.10) si et seulement si u est une
solution de problème variationnelle suivant

(rot u, rot v) + (div u, div v) + (PHu,PHv) = (j ,rot v) , ∀v ∈ V (3.11)

De plus, le problème variationnelle admet un et une seule solution u ∈ V, et il
existe un constant C telle que

‖u‖H1(Ω)3 ≤ C‖j‖0,Ω (3.12)
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Preuve. Il est claire que La première implication est vérifiée. Inversement, si u
est une solution de (3.8) alors, on pose que v = PHu dans (3.11) on trouve que
PHu = 0 ; d’autre part, soit Φ la solution de problème de Neumann :

∆Φ = div u sur Ω , ∂Φ
∂n

= 0 sur Γ

Ce problème admet unique solution dans H1(Ω)/R alors d’après la formule de
Green on a < div u, 1 >= 0,maintenant, On pose v = ∇Φ dans (3.11) on obtenons
div v = 0
Finalement on va prouver que rotu = j soit w = rot u − j alors div w = 0 et
(3.11) implique que

rot w = 0, < w× n,v >Γ= 0,∀v ∈ V.

De plus < w · n, 1 >Γi
=< rot u · n, 1 >Γi

− < j.n, 1 >Γi
= 0. Alors PGu = 0 donc

w = 0
L’existence et l’unicité de la solution est une conséquence direct de théorème de
Lax-Milgram .
Le lemme précédente permettre de définir un opérateur linéaire borné

K : j ∈ X → u ∈ X une solution du problème (3.10)

D’après le lemme (9) l’opérateur linéaire j ∈ X → v ∈ V solution de (3.8) est
continue, grâce a l’injection compact H1(Ω) ↪→ L2(Ω), injection de V ↪→ X est
compact ; donc nous allons le lemme suivante

Lemme 10 ( [2]) L’opérateur K est compact

On peut récrire le système (3.5) sous la forme suivante

trouver b ∈ X telle que b− αv = αKB0 (3.13)

Pour utiliser L’alternative de Fredholm nous avons besoin de caractériser l’adjoint
de l’opérateur K.

3.1.2 Le problème d’adjoint
[2] Le théorème (18) traite l’existence de vecteur potentiel pour les éléments

de H(div,Ω) ; particulièrement, pour tout j ∈ V nous allons la décomposition de
Weyl-Helmoltz, sous la forme suivante

j = ∇s+
m∑
i=1

ciqi + rot Φ (3.14)
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Cette décomposition est unique, telle que s ∈ H1(Ω)/R est la solution de problème
de Neumann ∆s = 0 sur Ω et ∂s

∂n
= j · n sur Γ et les constants ci sont donner par

ci =
∫

Σi

(j−∇s) · nds

Le vecteur potentiel est vérifié

div Φ = 0, Φ× n = 0,
∫
Γi

Φ · n dσ = 0, 1 6 i 6 p

Φ existe et vérifie les conditions de théorème (18), il est caractériser par le problème
variationnelle suivant

Lemme 11 ( [2]) Pour tout j ∈ X, le vecteur potentiel Φ dans la décomposition
(3.14) est la solution unique dans U de problème variationnelle :

(rot Φ, rot v) + (div Φ,div v) + (PGΦ, PGv) = (v, rot v) (3.15)

Maintenant, On considère l’opérateur

K∗ : j ∈ X→ Φ ∈ X solution de (3.14)

Lemme 12 ( [2]) L’opérateur K∗ est compact

Preuve.
Soient u et v deux éléments de X .telle que v est écrire sous la forme

v = ∇s+
m∑
i=1

ciqi + rot (K∗v).

∫
Ω
Ku · v dΩ =

∫
Ω
Ku[∇s+

m∑
i=1

ciqi + rot (K∗v)] dΩ
∫

Ω
Ku · ∇s = −

∫
Ω
div (Ku) · s

∫
Γ
s(Ku) · n = 0∫

Ω
Ku · qi =< PHKu, qi >= 0 pour i = 1, ..., p

On trouve∫
Ω
Ku · v dΩ =

∫
Ω
Ku · rot (K∗ dσ =

∫
Ω
rot (Ku) ·K∗v dσ =

∫
Ω
u ·K∗v dΩ

Alors K∗ est l’opérateur adjoint de K
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L’équation homogène d’adjoint s’écrit sous la forme

trouver ϕ sur X qui vérifie : (Id− αK∗)ϕ = 0 (3.16)

On peut même écrire le problème (3.14) sous la forme : trouver ϕ ∈ X , s ∈
H1(Ω)/R , (γ1, γ2, ....., γm) ∈ Rm telle que

∇s+
m∑
i=1

γiqi + rot ϕ = ϕ, ϕ× n = 0 sur Γ (3.17)

Remarque 5 On peut prouver que si ϕ est la solution de problème homogène
d’adjoint si et seulement si ϕ ∈ X et

rot rot ϕ− rot ϕ = 0, ϕ× n = 0 sur Γ (3.18)

Le système (3.17) signifie que K∗(rot ϕ − αϕ) = 0, d’après le lemme (11) ,
div ϕ = 0 et

(rot ϕ− αϕ, rot v) = 0, ∀v ∈ U

Donc il est équivalent a (3.18)

3.2 Alternative de Fredholm
( [2]) l’opérateur K est compact alors l’adjoint K∗ est compact aussi, le théo-

rème de Riesz Fredholm dit que le problème homogène direct et adjoint admet
deux espaces des solutions de dimension fini, Le lemme suivante exprime la rela-
tion entre leurs solutions.

Lemme 13 ( [2]) Soit ϕ est la solution de problème homogène d’adjoint

ϕ− αK∗ϕ = 0 (3.19)

Alors rot ϕ est la solution de problème direct homogène

ζ − αK ζ = 0 (3.20)

De plus, si ζ est la solution de (3.20) alors il existe un vecteur unique ϕ dans X
solution de (3.19)telle que ζ = rot ϕ.

Preuve.
Soit ϕ solution de problème (3.17), alors ϕ est la solution de (3.16) donc on a

rot rot ϕ = αrot ϕ
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De plus, rot ϕ est de divergence nulle et satisfait

rot ϕ · n = 0 sur Γ et
∫

Σi

rot ϕ · nds = 0

Donc rot ϕ est un solution de problème direct homogène.
Inversement, si ζ est la solution de (3.20) alors div ζ = 0 et PHζ = 0, si on pose
que ϕ = K∗ζ ∈ X donc ζ = rot ϕ et ϕ vérifie (3.17)

On observe que le problème direct homogène admet une solution non trivial
si et seulement si 1/α dans σ(K). Comme K est compact alors σ(K) contenant
0 et σ(K)/0 est un ensemble vide, finie ou une suite des valeurs propres dans
[−‖K‖,+‖K‖]. Pour répondre a ce question nous allons le lemme suivant

Lemme 14 ( [2]) L’opérateur S définit dans l’espace de Hilbert

X1 = {v ∈ X, v · n = 0 sur Γ, PHv = 0}

Par S u = rot u pour u ∈ D(S) = {v ∈ X1, rot u ∈ X1} est un auto adjoint et
sa valeurs spectral former une suite des valeurs propres

Pour tout vecteur propre de K dans D(S) est un vecteur propre de S avec un
inverse valeur propre. Conséquence

σ(K) = 0 ∪ {1/µ, µ ∈ σ(S)} ⊂ [−‖K‖,+‖K‖] (3.21)

• 1/α /∈ σ(K), alors le problème direct non homogène admet un et une seule
solution ( le problème direct et adjoint homogène n’admet aucune solution non
trivial )
• 1/α ∈ σ(K), alors le problème homogène d’adjoint(3.16) admet un espace des
solutions non triviaux de dimension fini. Le problème non homogène est résoluble
si et seulement si K(B0) est satisfait∫

Ω
K(B0) · Ψdx = 0 (3.22)

Pour tout Ψ est une solution de (3.14). Si la condition (3.22) est satisfait alors la
solution général de problème (3.13) écrire sous la forme

b = b̃+ rot Ψ

Telle que b̃ est la solution particulière et Ψ est la solution de problème (3.14)

Maintenant, on va donner une autre écriture de la condition de résolubilité,
soit (Ψ, s, γ = (γ1, ..., γm)) la solution de (3.17) alors

(KB0, Ψ) = (B0, K
∗Ψ)
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= 1
α

(B0,∇s+
m∑
i=1

γiqi + rot Ψ
α

)

= 1
α

(
∫
Γ
sB0 · ndσ +

m∑
i=1

γi

∫
Ω
B0 · qi)

= 1
α

(
∫
Γ
s gdσ −

m∑
i=1

γiai)

Donc, on peut écrire la condition (3.22) sous la forme∫
Γ
sg dσ −

m∑
i=1

γiai = 0

Théorème 20 ( [2]) Il existe une suite des valeurs réel {αi, i ∈ N} vérifiée
– ∀i ∈ N , |αi| ≥ α0
– la suite α−1

i est converge vers 0
Telle que

– Si α /∈ {αi, i ∈ N}( particulièrement si |α| > αi ) donc le problème (3.4)
admet un et une seule solution B ∈ H1(Ω)3 pour tout g ∈ H

1
2 (Γ ) vérifiée

(3.4) et (a1, a2, ..., am) ∈ Rm

– Si α = αi, alors le problème homogène d’adjoint (3.16) admet un espace des
solution de dimension fini, et le problème (3.4) est résoluble si et seulement
si g et (a1, a2, ..., am) vérifiés la condition∫

Γ
s g dσ −

m∑
i=1

γiai = 0 (3.23)

Pour tout (ϕ, s, (a1, a2, .., am)) solution de (3.17). Si la condition (3.23) est
vérifie alors le problème (3.4) admet une solution général sous la forme

B = B̃ + rot Ψ

Telle que B̃ est une solution particulière et Ψ la solution de problème homo-
gène d’adjoint (3.14)

3.3 La régularité de la solution
Lemme 15 ( [2]) Supposons Γ de classe Cm+1 pour tout m ≥ 0 alors

Hm+1(Ω) = {v ∈ L2(Ω)3,div v ∈ Hm(Ω), rot v ∈ Hm(Ω)3}

Corolaire : Supposons que Γ est de classe Cm et g ∈ Hm+ 1
2 (Γ ) pour tout m ≥ 0

alors B ∈ Hm+1(Ω), de plus B−B0 ∈ Hm+2(Ω).
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3.4 Formulation variationnelle et estimation d’éner-
gie

Si |α| < α0, alors on peut trouve une formulation variationnel du problème
(3.8)

Lemme 16 ( [2]) Si |α| < α0 alors B est une solution de (3.4) si et seulement si
b = B−B0 solution du problème variationnelle

(rot b− αb, rot v) + (div b,div v) + (PHb, PHv) = (αB0, rot v) (3.24)

De plus, ce problème admet une seule solution B ∈ H1(Ω)3 et on a l’estimation
suivante

E0 ≤ ‖B‖2
0,Ω ≤

1
1− r2E0 (3.25)

Telle que r = α
α0

Preuve.
Il est claire que, si B est une solution du problème (3.4) alors b=B-B0 est une
solution de (3.24) ; Inversement, si b est une solution de (3.24) alors on a PHb = 0
et div b = 0
Maintenant on va démontrer que rot b−αb = αB0, le vecteur b−B0 satisfait les
conditions de théorème (17) alors il existe un vecteur A telle que rot A = b−B0
et div A = 0,A · n = 0 ; si on prend v = b − αA dans (3.24) on trouve que
rot b− αb = αB0.
L’existence et l’unicité de la solution du problème variationnelle est une consé-
quence direct de théorème de Lax Milgram l’application a(, ) dans (3.24) est une
forme bilinéaire et vérifie |a(v,v)| ≥ (1− α

α0
)‖v‖2

V ∀ v ∈ V.
Si (B0,b) = 0 on trouve

(rot b,b) = α‖b‖0,Ω

de plus

α2‖B0‖2
0,Ω = ‖rot b− αb‖2

0,Ω = ‖rot b‖2
0,Ω − α2‖b‖2

0,Ω ≥ (α2
0 − α2)‖b‖2

0,Ω

mais
‖B‖2

0,Ω = ‖b‖2
0,Ω + ‖B0‖2

0,Ω.

Donc ‖v‖2
0,Ω ≤ α2

α2
0−α2 E0.
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Remarque 6 Si α n’est pas une fonction constant, le problème variationnelle
(3.24) n’est pas en générale équivalente de problème (3.8), mais on peut poser une
autre formulation de problème(3.8), on suppose que

rot b = α(x)(B +B0) +∇p

alors on a
∆p = div (αB) = ∇p ·B

Donc si α est constant alors p est nulle .

3.5 Formulation de Vecteur potentiel
Dans cette partie on va donner une formulation variationnelle basé sur le vec-

teur potentiel. Soit d = (d1, d2, .., dp) ∈ Rd, on peut trouver un vecteur Φ ∈ v
qui vérifie rot Φ = v telle que b est solution de (3.8). La proposition suivant
démontrer que Φ est l’unique solution du problème variationnelle :

Proposition 10 ( [2]) Si |α| < α1,b est solution de (3.8) si et seulement si Φ est
une solution du problème variationnel

(rot Φ, rot v − αv) + (div Φ,div v) + (PGΦ,PGv) = α(B0, v) +
p∑
i=1

di(fi,PGv)

(3.26)

Preuve. Si b est la solution de problème (3.8) alors Φ est une solution de (3.26) ;
inversement, l’application

a(u,v) = (rot u, rot v − αv) + (div u,div v) + (PGu,PGv)

est continue et coercive dans U ,si |α| ≤ α0 d’après le théorème de Lax-Milgram le
problème (3.26) admet un et une seule solution dans U telle que il est nécessaire
que φ le vecteur potentiel de la solution de problème (3.4 )
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 : التالية العلاقة تحقق شعاعية قيم ذات  دوال عن عبارة هي   Beltrami حقول

 الهدف. الفيزياء من ميادين عدة في كبيرة اهمية العلاقة لهذه                     

 او  مترابط محدودو مجال في هذا و السابقة العلاقة حل وحدانية و جود و  دراسة هو العمل هذا من

 : فصول ثلاث الى العمل هذا قمنا بتقسيم الدراسة هذه اجل الارتباط منبسيط 

 خصائصها بعض و     ( Sobolevفضاءات صوبولاف ) بدراسة قمنا الاول الفصل في       

 الكلاسيكية الناقصة القطوع مسائل بعض دراسة الى انتقلنا ثم...  ( .  الاثر و الكثافة)

 هذا نهاية في و(  نيمان شروط مع بواسون مسائل و دركلي شروط مع  بواسون مسائل)

     فرادالخاصة ب  التناوب نظرية ) المتراص المؤثر الطيف نظرية قمنا بدراسة  الفصل

           المعادلات من النوع هذا بدراسة لنا تسمح النظرية هذه(    لهومد 

 عبارة هو الكموني الشعاع الكموني  الشعاع مسائل بدراسة قمنا الثاني الفصل فياما      

 .        و         :  التالية العلاق يحقق شعاعي حقل عن

 الكموني الشعاع)  انواع عدة الكموني لشعاع و         الفضاء من دالة عبارة    حيث

  ...( المماسي الكموني الشعاع,   الناظمي

,  لها مكافئة علاقات طريق عن هذا و( 1) العلاق بدراسة قمنا, الاخير الفصل في و      

 التناوب نظرية باستعمال و( 1) للعلاق مكافئ     مؤثر بتعريف لنا سمحت الدراسة هذه

 سفلن الكموني الشعاع استعملنا لقد و. وحدانيته و الحل وجود بدراسة قمنا فرادلهوم ل

 . الغاية

 

 



Résumé

Les champs de Beltrami sont des fonctions a valeurs vectorielle qui satisfait le
système rot-div rot B = αB,div B = 0 ce système joue un rôle important dans
plusieurs domaines de la physique. Le bute de notre travail est l’étude de système
précédent et les cas d’existence et d’unicité de la solution dans un domaine borne
connexe ou simplement connexe. Nous avons partager notre étude a trois chapitre :

Le premier chapitre, on étude les espaces de Sobolev Hm et leurs propriétés
(La traces, la densité...), on traite aussi quelques problèmes elliptique classique (
problème de Poisson avec condition de Dirichlet et de Neumann ).Enfin, de ce cha-
pitre nous avons étudier la théorie spectral des opérateurs compact (L’alternative
de Fredholm ), cette théorème est une technique permet d’étude les équations sous
la forme u− Tu = f .

Dans la deuxième chapitre, nous allons voir le problème de vecteur poten-
tiel, le vecteur potentiel est un champs de vecteur qui vérifie le système suivant
v = rot ϕ,div ϕ = 0 telle que v est une fonction de L2(Ω)3 à valeur vectoriel et
on pose que le domaine Ω vérifie quelques hypothèses. Nous remarquons que si la
solution existe elle est dans l’intersection de H(rot,Ω)et H(div,Ω) c’est la couse
que nous allons étudier l’intersection des espaces précédentes.dans ce chapitre nous
allons trouve que le vecteur potentiel admet quelques types (a trace normale nulle,
avec composants tangentiel nulle ...etc )

En dernier chapitre, on écris le système rot-div a une autre système homogène
équivalent ; d’une autre façon qui permet de définir un opérateur K. L’objectif
de l’opérateur K est de trouver une équation qui remplace le système rot-div ;
comme l’opérateur K est compact, on peut utiliser les résultats de l’alternative de
Fredholm pour étudier l’existence et l’unicité de la solution. on peut même utiliser
le vecteur potentiel pour trouver une formulation variationnelle de problème rot-
div. On finissons ce chapitre par une théorème général d’existence et d’unicité de
la solution de système rot-div .



Abstract

In mathematics, Linear Force- free (or Beltrami) fields are Three-components
divergence free fields solution of the equation curl B = αB, where α is a real
number. Such fields appear in many Branches of physics like astrophysics, fluid
mechanics electromagnetics and plasma physics. We shall study here the existence
uniqueness and regularity of Linear Force-free in a bounded domain connected or
simply-connected.we will divide this project into three chapters

the first chapter , we present the Sobolev spaces Hmand we study our pro-
perties (trace , density and Green’s formula....) and we will solve some problems
Elliptic (Dirichlet ,Newmann’s problem for the Laplace operator ).

in the second chapter, we’ll see the problem of the vector potential, the poten-
tial vector is one that satisfies the system v = rot ϕ,div ϕ = 0, such that v is a
vector valued function and we ask that the domain Ω verified some assumptions.
The vector potentiel has many kind ( Tangential vector potentials,Normal vector
potentials.... ).

The third chapter , we’ll study Linear force free fields , Linear force free is the
solution of the problem rot B = αB with a divergence-free ; we write the previous
system to another system equivalent homogeneous and we’ll rewrite this system
in to equation with operator compact K and we’ll apply fredholm’s theorem for
studied the existence and uniqueness of the solution . We can also find another
formulation of the system rot-div by the vector potentials


