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à réaliser ce modeste travail.

1



Introduction

Les modules sur un anneau sont les analogues des espaces vectoriels sur
un corps. Ce sont des groupes abéliens muni d’une opération externe des
éléments de l’anneau qui a des propriétés similaires à celle qu’on trouve en
algèbre linéaire. Les modules sont trés utiles dans bon nombre de branches
mathématiques et notamment en Algèbre Homologique, Toplogie Algébrique
et Géométrie Algébrique. Le but de ce mémoire est de présenter les définitions
et les principales propriétés des modules en mettant un accent particulier sur
une construction trés importante qui est le produit tensoriel de modules.
Cette notion permet par exemple de comprendre l’idée de l’extension des
scalaires d’un sous-anneau vers un anneau plus grand.

Ce mémoire est constitué de trois chapitres et est organisé de la manière
suivante : Dans le premier chapitre, on rappelle les notions connues de groupe
et d’anneaux dont nous aurons besoin par la suite. Le deuxième chapitre est
le coeur de ce travail. On y donne les principales définitions et propriétés des
modules sur un anneau en mentionnant rapidement les sommes directes et
les suites exactes de modules et les liens entre elles. Une classe importante
de modules est formée par les modules projectifs et libres qui sont étudiés à
la fin de ce chapitre. Dans le troisième chapitre, aprés avoir défini le produit
tensoriel de deux modules sur un anneau, on en montre l’existence et l’unicité
à isomorphisme prés à travers une construction algébrique qu’on illustre par
plusieurs exemples. Enfin on explique l’idée de l’extension des scalaires et
on montre comment le produit tensoriel permet d’en donner une formulation
algébrique.
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Chapitre 1

Groupes et Anneaux

Dans ce chapitre on rappelle les différentes notions dans on aura besoin
par la suite, en rappelant notamment les définitions et principales propriétés
des groupes et des anneaux. Un soin particulier est donné aux idéaux dans
un anneau à la fin du chapitre.

1.1 Groupes

Soit G un ensemble non vide et ∗ une loi de composition interne.

Définition 1 On dit que (G, ∗) un groupe s’il vérifie les trois propriétés sui-
vantes :

1. La loi ∗ est associative : x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z pour tous x, y ∈ G.

2. (G, ∗) possède un élément neutre e ∈ G : x ∗ e = e ∗ x = x pour tout
x ∈ G.

3. Tout élément x ∈ G admet un symétrique x
′ ∈ G pour ∗ : x ∗ x′

=
x

′ ∗ x = e

Si la loi ∗ est commutative (x∗y = y ∗x, ∀x, y ∈ G), le groupe G est dit com-
mutatif ou encore abélien. On vérifie facilement que dans un groupe l’élément
neutre et le symétrique sont uniques.
Exemple
1) (Z,+), (Q,+), (R,+) sont des groupes abélien. L’élément neutre est e = 0
et le symétrique de x est x

′

= −x.
2) (Z,×) n’est pas un groupe. La multiplication est associative dans Z
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d’élément neutre 1, mais si x 6= 1, alors x n’a pas de symétrique.
3) (Q, .) n’est pas un groupe car 0 n’a pas d’inverse mais (Q∗, .) est un groupe
abélien.

Définition 2 Soit (G, ∗) un groupe et soit H une partie non vide de G. On
dit que H est un sous-groupe de G si :

– H est stable pour la loi ∗ : x, y ∈ H ⇒ x ∗ y ∈ H.
– (H, ∗) est un groupe

En pratique pour montre que H est un sous-groupe de G, il suffit de vérifier
que x, y ∈ H ⇒ x ∗ y′ ∈ H . Remarquer aussi que G et H ont même élément
neutre : eG = eH .
Exemple
1) Tout sous-groupe de (Z,+) est de la forme nZ pour n ∈ N. En effet nZ
est clairement un sous-groupe de Z. Inversement soit H un sous-groupe de
Z. Soit n le plus petit élément positif non nul de H . Si x ∈ H , la division
euclidienne de x par n donne x = kn + r avec k ∈ Z et 0 ≤ r < n. Comme
H est un sous-groupe, on doit avoir x− kn = r ∈ H . Par définition de n, on
doit avoir r = 0 et x = kn. Donc H = nZ
2) Soit G un groupe. Alors H = {eG} est un sous-groupe de G appelé le
sous-groupe trivial.

Définition 3 : Soient (G, ∗) et (H,⊥) deux groupes. Une application f :
G −→ H est un morphisme de groupes si :

f(x ∗ y) = f(x)⊥f(y)

∀x, y ∈ G.

Autrement dit f préserve les structures de groupes de G et H . Si f est
bijective, on dit que c’est un isomorphisme. Si G = H et ∗ = ⊥, on parle
d’endomorphisme et d’automorphisme. Noter que f(eG) = eH . Le noyau du
morphisme f est :

Kerf = {x ∈ G : f(x) = eH} = f−1(eH).

C’est un sous-groupe de G. Le noyau est utile pour detecter si f est injective
ou non. En effet on a : f injective⇔ Kerf = {eG}. Par exemple le morphisme
f : Z −→ Z donné par f(x) = 3x est injectif puisque Kerf = {0} (la loi de
groupe est l’addition).
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Soit (G, ∗) un groupe abélien et soit H un sous-groupe de G. On définit
une relation sur G par :

xℜy ⇔ x ∗ y′ ∈ H.

On vérifie facilement que ℜ est une relation d’équivalence. On a donc l’en-
semble quotient, ensemble des classes d’équivalence :

G

ℜ =
G

H
= {x, x ∈ G}.

Définissons ∗ par x ∗ y = x ∗ y. On a donc une loi ∗ sur G
H

qui devient
ainsi un groupe abélien appelé le groupe quotient de G par H . En effet :

– l’associativité de ∗ découle de celle de ∗ par définition.
– l’élément neutre de ∗ est e avec e l’élément neutre de ∗.
– le symétrique de x est x′ avec x

′

le symétrique de x.
On a automatiquement un morphisme surjectif canonique de groupes :

φ : G −→ G

H

qui à x associe x, de noyau Kerφ = H .
Exemple : On prend (G, ∗) = (Z,+) et H = nZ avec n ∈ N. On a xℜy ⇔
x− y ∈ nZ ⇔ x ≡ y mod(n) et :

G

H
=

Z

nZ
= {0, 1, . . . , n− 1}.

Convention : Dans la suite un groupe (G, ∗) sera noté multiplicativement :
∗ = . et eG = 1. Le symétrique x

′

de x sera noté x−1. Si la loi est commutative,
on le notera additivement : ∗ = +, eG = 0 et le symétrique x

′

de x sera noté
−x.

1.2 Anneaux

Soit A un ensemble muni de deux lois de composition interne + et ..

Définition 4 : On dit que le triplet (A,+, .) est un anneau si :
– (A,+) est un groupe abélien d’élément neutre 0A.
– La loi . est associative et admet un élément neutre 1A 6= 0A.
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– La loi . est distributive à gauche et à droite par rapport à la loi + :
∀x, y, z ∈ A, on a :

x.(y + z) = x.y + x.z

(x+ y).z = x.z + y.z

Si la loi . est commutative, l’anneau est dit commutatif.

On a appelé ici anneau ce que d’autres appelent anneau unitaire : autrement
dit dans la définition d’un anneau, la loi . n’est pas obligée d’avoir un élément
neutre 1A. Comme les anneaux que nous allons rencontrer sont tous unitaires,
cela ne pose pas vraiment de problème. De plus dans un anneau, on a 0A.x =
0A, ∀x ∈ A. En effet : 0A.x = (x− x).x = x.x− x.x = 0A.
Exemple
1) (Z,+, .), (Q,+, .) et (R,+, .) sont des exemples bien connus d’anneaux
commutatifs.
2) Soit A = P (E) l’ensemble des parties d’un ensemble E. On prend + = ∪
et . = ∩. (A,+, .) est alors un anneau commutatif avec 0A = ∅ et 1A = E.

Définition 5 : Soit (A,+, .) un anneau soit B une partie de A contenant
1A et stable pour les lois + et .. On dit que B est un sous-anneau de A si
muni de ces deux lois B est lui-même un anneau.

Remarquer que la condition 1A ∈ B est necessaire. Par exemple 2Z n’est pas
un sous-anneau de Z car il ne contient pas 1. Par contre B = {a+ b

√
2, a, b ∈

Z} est un sous-anneau de (Q,+, .). Dans la pratique pour montrer que B est
un sous-anneau de A, il suffit de vérifier que 1A ∈ B et que ∀x, y ∈ B, on a
x− y et x.y ∈ B.

Définition 6 : Une partie I d’un anneau A est appelé idéal à gauche (res-
pectivement à droite) si :

– I est un sous-groupe de (A,+).
– ∀a ∈ A, ∀x ∈ I : a.x ∈ I (respectivement x.a ∈ I.

Si I est un idéal à gauche et à droite à la fois de A, on dit que c’est un idéal
bilatère de A.

Remarque
1) Si A est commutatif, les idéaux à gauche et à droite coincident.
2) {0A} et A sont des idéaux de A. Ils sont appelés idéaux triviaux. Les autre
idéaux de A sont dits propres.
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3) Un idéal de A n’est pas forcément un sous-anneau de A, car il ne contient
pas en général 1A. Plus précisément on a :

1A ∈ I ⇔ I = A.

4) Dans la suite, on va considérer uniquement des anneaux commutatifs. On
dira donc anneau pour anneau commutatif.
Exemple
1) Soit A un anneau et soit a ∈ A. Alors l’ensemble I = aA = {a.x, x ∈ A}
est un idéal de A. On l’appelle l’idéal principal engendré para. L’anneau A
sera dit principal si tous ses idéaux sont principaux.
2) (Z,+, .) est un anneau principal. En effet, on a vu que tous les sous-groupes
de Z sont de la forme nZ pour n ∈ N et ce sont donc les seuls idéaux de Z.
3) L’intersection d’un nombre quelconque idéaux est un idéal. Plus généralement
l’intersection de tous les idéaux contenant une partie G de A est un idéal.
On l’appelle l’idéal engendré par la partie G. Ses éléments sont les sommes
finies

∑n

k=1 akxk avec ak ∈ A et xk ∈ G.
4) la somme de deux idéaux I1 et I2 est l’ideal I1+I2 = {x+y, x ∈ I1, y ∈ I2}.
On peut aussi le définir comme étant l’idéal engendré parI1 ∪ I2. En parti-
culier il contient I1 et I2 De manière plus générale la somme

∑

λ Iλ d’une
famille d’idéaux Iλ est le plus petit idéal de A contenat chacun des Ilambda.
5) Le produit de deux idéaux I et J est l’idéal IJ engendré par les produits
x.y avec x ∈ I et y ∈ J . Concrètement ses éléments sont les sommes finies
∑
xi.yi avec xi ∈ I et yi ∈ J .
Soient a, b ∈ A. On dit que a divise b ou que b est un multiple de a s’il

existe c ∈ A avec b = ac. L’idéal I = aA est donc l’ensemble des multiples
de a. Remarquer que a divise b si et seulement si bA ⊂ aA. Un élément a est
une unité s’il a un inverse a−1 pour la multiplication. a est dit premier ou
irréductible si a = bc implique que b ou c est une unité. a 6= 0 est un diviseur
de 0 s’il existe b 6= 0 tel que a.b = 0. Les anneaux qui n’ont pas de diviseurs
de zéro sont appelés des anneaux intègres. Par exemple dans Z, les éléments
premiers sont (au signe prés) les nombres premiers p. L’equation a.b = 0 n’a
pas de solution non nulle dans Z qui est donc un anneau intègre.

Définition 7 : Un idéal propre I d’un anneau A est dit premier si ab ∈ I
implique a ∈ I ou b ∈ I. I est dit maximal s’il n’est contenu dans aucun
autre idéal propre de A.
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Proposition 1 : Un idéal maximal est premier. Les idéaux premiers de Z

sont de la forme pZ avec p un nombre premier et ils sont tous maximaux.

Preuve : Soit I un idéal maximal. Soient a, b ∈ A avec ab ∈ I. Supposons
que a /∈ I. Alors l’idéal I + aA est égal à A, car I est maximal. Il existe alors
d ∈ I et x ∈ A avec d + a.x = 1 et donc d.b + a.b.x = b ∈ I (rappelons que
A est commutatif). Ceci montre que I est premier. Tout idéal propre de Z

est de la forme nZ avec n 6= 0 ∈ N. Supposons que nZ premier. ab ∈ nZ
implique a ∈ nZ ou b ∈ nZ s’écrit n divise ab implique n divise a ou n divise
b, ce qui par le lemme de gauss veut dire que n = p un nombre premier. Enfin
nZ ⊂ mZ si et seulement si m divise n. Ceci montre que tout idéal premier
de Z est maximal.

Une application f : A −→ B entre deux anneaux est un morphisme si :

f(x+ y) = f(x) + f(y)

f(x.y) = f(x).f(y)

f(1A) = 1B

pour tous x, y ∈ A. Autrement dit f préserve les opérations d’anneau. Si
f est de plus bijective, on dit que c’est un isomorphisme entre A et B. Si
A = B, on parle d’endomorphisme et d’automorphismes, respectivement. Le
noyau d’un morphisme f est :

Kerf = {x ∈ A : f(x) = 0B} = f−1(0B).

C’est un idéal de A. L’image de f est :

Imf = {f(x), x ∈ A} = f(A).

C’est un sous-anneau de B.
Soit A un anneau et soit I un idéal de A. On définit une relation ℜ sur

A par :
xℜy ⇔ x− y ∈ I.

On verifie facilement que ℜ est une relation d’equivalence sur A. Sur l’en-
semble quotient

A

ℜ =
A

I
= {x, x ∈ A},

on définit deux opérations + et . en posant : x + y = x+ y et x . y =
x.y. Ces deux opérations sont bien définies et font de A

I
un anneau. C’est

9



l’anneau quotient de A par I. Remarquer que x = x+ I. En particulier 0 = I
est l’élément neutre de +.

On a un morphisme canonique surjectif d’anneaux :

φ : A −→ A

I

qui à x associe sa classe modulo I, x = x+ I et de noyau Kerφ = I. De plus
il y a une correspondance bijective entre les idéaux J de A qui contiennent
I et les idéaux J de A

I
donnée par J = φ−1(J).

Exemple : On prend A = Z et I = nZ. On a alors x − y ∈ nZ ⇐⇒ x ≡ y
mod(n). L’ensemble quotient est donc l’ensemble des classes de congruence
modulo n :

Z

nZ
= {0, 1, . . . , n− 1}

et les opérations d’anneau sont celles bien connues de l’addition et de la
multiplication des congruences.

Proposition 2 : L’idéal I est premier si et seulement si l’anneau quotient
A
I
est intègre.

Preuve : Un anneau est intègre s’il n’a pas de diviseurs de 0. Supposons I
premier et soient a et b tels que a.b = 0. donc a.b ∈ I. Comme I est premier,
cela veut dire que a ∈ I ou b ∈ I, c’est à dire que a = 0 ou que b = 0 et donc
que l’anneau quotient est intègre. Inversement supposons l’anneau quotient
intègre et soient a, b ∈ A avec a.b ∈ I. Donc a.b = 0 et donc a = 0 ou b = 0,
c’est à dire que a ∈ I ou b ∈ I. Ceci montre que I est premier.
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Chapitre 2

Modules sur un Anneau

On commence, dans ce chapitre, l’étude proprement dite des modules sur
un anneau. Dans la première section, on donne la définition d’un R-module
pour R un anneau et quelques exemples. On travaillera toujours avec un
anneau commutatif et on ne fera donc pas de distinction entre modules à
gauche et modules à droite. On parle aussi dans cette section de sous-modules,
de modules quotients et de morphismes de modules. Dans la seconde section,
on présente une construction importante en théorie des modules : la somme
directe et on fait le lien entre cette notion et une autre non moins importante :
les suites exactes de modules. On verra que toute somme directe fait partie
d’une suite exacte assez particulière. Dans la troisième section, on définit les
modules libres et les modules projectifs et on montre en particulier que tout
module projectif fait partie d’une somme directe qui est un module libre.
Enfin on donnera une caractérisation des modules projectifs eu utilisant le
foncteur Hom(M, .) da la catégorie des R-modules vers celle des groupes
abéliens et les suites exactes courtes.

2.1 Modules et morphismes de modules

Soit R un anneau (unitaire).

Définition 8 Soit M un groupe abélien. On dit que M est un module à
gauche sur R si on a une application (une opération à gauche de R sur M)

R ×M −→ M
(r,m) 7−→ r.m

11



telle que :
– r.(m+n)=r.m+r.n
– (r+s).m=r.m+s.m
– (rs).m=r.(s.m)
– 1.m=m

∀r, s ∈ R et ∀m,n ∈M .
On dit que M est un module à droite sur R si on a une opération à droite

de R sur M :
M ×R −→ M
(m, r) 7−→ m.r

telle que
– (m+n).r=m.r+n.r
– m.(r+s)=m.r+m.s
– m.(rs)=(m.r).s
– m.1=m

∀r, s ∈ R et ∀m,n ∈M .

Si R est un anneau commutatif, tout module M à gauche sur R est aussi
un module à droite sur R en posant

m.r = r.m

Dans la suite de ce mémoire on travaillera uniquement avec des anneaux
commutatifs. On ne fera donc pas de distinction entre modules à gauche et
modules à droite. On parlera tout simplement de modules sur un anneau.
Exemple
1) Tout groupe abélien G est un Z-module avec Z l’anneau des entiers en
posant :

n.g = g + . . .+ g
︸ ︷︷ ︸

n

pour n ∈ Z et g ∈ G.
2)Tout idéal I d’un anneau R est un R-module. En effet comme I est un
idéal de R, on a

r.a ∈ I

∀r ∈ R et ∀a ∈ I (la multiplication est celle de l’anneau R). Ceci définit une
opération de R sur I qui a les propriétés requises.
3) Soit S un sous-anneau de l’anneau R. Si M est un R-module alors M est

12



aussi un S-module. L’opération de S sur M est la restriction de l’opération
de R sur M .
4) Soit φ : R → S un morphisme d’anneaux. Soit M un S-module. Alors M
devient aussi un R-module en posant :

r.m = φ(r).m

5) Soit M = R[X ] l’anneau des polynômes à une variable à coefficients dans
l’anneau R. Alors M est un R-module. Si F (X) = a0 + a1X + . . .+ anX

n ∈
R[X ] avec a0, . . . , an ∈ R, on pose

r.F (X) = ra0 + ra1X + . . .+ ranX
n

6) Si R = K est un corps alors un K-module est tout simplement un K-
espace vectoriel.
Ce dernier exemple explique pourquoi on parle d’algèbre linéaire sur un an-
neau quand on parle de modules sur un anneau.

Définition 9 Soit R un anneau et soit M un R-module. Une partie N ⊆M
est appelé un sous-module de M si N est un sous-groupe de M et si

n ∈ N ⇒ r.n ∈ N

Autrement dit N est un sous-groupe de M et N est stable sous l’action de
R.

Rappelons que dans le cas abélien tout sous-groupe N deM est distingué
et on peut donc former le groupe quotient M

N
. Il se trouve que ce groupe

quotient est aussi un R-module.

Proposition 3 Soit M un R-module et soit N un sous-module de M . Alors
le groupe quotient M

N
est aussi un R-module.

Preuve : Soit m = m+N la classe de m modulo N . On définit une opération
de R sur M

N
en posant :

r.(m+N) = r.m+N

ou encore
r.m = r.m

13



Cette opération est bien définie. En effet supposons que m = m′ i.e m−m′ ∈
N . Alors on a r.m − r.m

′

= r.(m −m
′

) ∈ N et donc r.m = r.m′ . Il reste à
montrer que cette opération vérifie bien les propriétés définissant un module :

– r.(m) = r.(m+ n) = r.m+ r.n.
– (r + s).m = (r + s).m = r.m+ s.m = r.m+ s.m.
– (rs).m = (rs).m = r.(s.m) = r.(s.m).
– 1.m = 1.m = m.

Définition 10 Soient M et N deux R-modules. Un morphisme de modules
est une application :

φ :M −→ N

qui vérifie :
– φ(m+m

′

) = φ(m) + φ(m
′

).
– φ(r.m) = r.φ(m).

∀m,m′ ∈M et ∀r ∈ R.

Le noyau de φ est :

Ker(φ) = {m ∈ M/φ(m) = 0N}

C’est un sous-module de M . L’image de φ est :

Im(φ) = {n ∈ N/∃m ∈M/n = φ(m)}

C’est aussi un sous-module de N . L’application est injective si et seulement
si :

Ker(φ) = {oM}
Remarquer que {0M} est un sous-module de M (appelé le sous-module tri-
vial). De même le morphisme φ est surjectif si et seulement si :

Im(φ) = N

Un morphisme bijectif est appelé un isomorphisme. En fait un morphisme
induit toujours un isomorphisme comme l’indique la :

Proposition 4 Soit φ : M → N un morphisme de modules. Alors on a un
isomorphisme canonique :

M
Ker(φ)

−→ Im(φ)

m 7−→ φ(m)

14



Preuve : Appelons cette application φ̃. Donc φ̃(m) = φ(m). φ̃ est bien
définie. En effet si m = m′ alors m − m

′ ∈ Ker(φ) et donc φ(m − m
′

) =
φ(m) − φ(m

′

) = 0 i.e φ(m) = φ(m
′

). Si φ̃(m) = 0 alors φ(m) = 0 et donc
m ∈ Ker(φ). Ceci montre que m = 0 et que φ̃ est injective. Il reste à
montrer que φ̃ est surjective. Soit n ∈ Im(φ). ∃m ∈M avec φ(m) = n. Donc
φ̃(m) = φ(m) = n et donc φ̃ est surjective.

2.2 Sommes directes et suites exactes

Définition 11 Soient M et N deux R-modules. Leur somme directe est le
module :

M ⊕N = {(m,n), m ∈M,n ∈ N}
avec l’opération de R :

r.(m,n) = (r.m, r.n)

La proposition suivante caractérise la somme directe par une propriété uni-
verselle :

Proposition 5 Soient L,M ,N des R-modules. Alors L ∼=M⊕N si et seule-
ment si il existe des morphismes de R-modules π1 : L → M ,π2 : L → N et
i1 :M → L, i2 : N → L tels que :

– π1 ◦ i1 = IdM et π2 ◦ i2 = IdN .
– πk ◦ il = 0 si k 6= l.
– i1 ◦ π1 + i2 ◦ π2 = IdL.

Preuve : Pour tous R-modules M ,N , on a des morphismes injectifs (des
inclusions) i1 :M →M ⊕N et i2 : N →M ⊕N données par i1(m) = (m, 0)
et i2(n) = (0, n) et des projections π2 : M ⊕ N → M et π2 : M ⊕ N → N
données par π1(m,n) = m et π2(m,n) = n et qui vérifient les propriétés de
la proposition. Donc si φ : L ∼=M ⊕N est un isomorphisme, alors les πk ◦ φ
et les φ−1 ◦ ik fournissent ces applications sur L. Inversement etant donnés
les πk et les ik, on définit φ : L → M ⊕ N par φ(x) = (π1(x), π2(x)) et
ψ : M ⊕ N → L par ψ(m,n) = i1(m) + i2(n). On vérifie facilement que ce
sont des morphismes. De plus on a φ ◦ ψ(m,n) = (m,n) et ψ ◦ φ(x) = x, ce
qui montre que φ et ψ sont inverses l’une de l’autre.

La propriété universelle dégagée par cette proposition est la suivante :
Etant donnés deux R-modules M1 et M2 et un R-module N avec des mor-
phismes fi :Mi → N , alors il existe un unique morphisme f :M1⊕M2 → N

15



tel que fi = f ◦ ii. L’application f est donnée par f(m1, m2) = f1(m1) +
f2(m2).

Une autre caractérisation des sommes directes utilise la notion de suite
exacte.

Définition 12 Soit Mi, i ∈ Z des R-modules. Soit

. . .
fi−2−→Mi−1

fi−1−→Mi
fi−→Mi+1

fi+1−→ . . .

une suite de morphismes de modules. Cette suite est dite exacte en Mi si :

Ker(fi) = Im(fi−1)

La suite est dite exacte si elle est exacte en Mi pour tout i.

Une suite exacte pour laquelle Mi = 0 pour | i |> 1 est dite suite exacte
courte. Une telle suite s’écrit :

0 −→ L
f−→M

g−→ N −→ 0

l’exactitude veut dire que f est injective, que g est surjective et que Ker(g) =
Im(f). Par exemple toute somme directe M1 ⊕M2 de deux R-modules fait
partie d’une suite exacte courte :

0 −→M1
i1−→M1 ⊕M2

π2−→M2 −→ 0

avec i1(m1) = (m1, 0) et π2(m1, m2) = m2.

Définition 13 Une suite exacte courte de R-modules :

0 −→ L
f−→M

g−→ N −→ 0

est scindée s’il existe un morphisme s : N −→ M tel que g ◦ s = IdM . Le
morphisme s est appelé le scindage de la suite exacte.

La proposition suivante montre le lien entre suites exactes courtes scindées
et sommes directes :

Proposition 6 Soit 0 −→M1
f−→M

g−→ M2 −→ 0 une suite exacte courte
scindée. Alors on a un isomorphisme

M ∼= M1 ⊕M2
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Preuve : Soit s : M2 −→ M un scindage de la suite exacte courte. On
définit des applications π1 : M −→ M1, π2 : M −→ M2, i1 : M1 −→ M
et i2 : M2 −→ M en posant π1(m) = f−1(m − s ◦ g(m)), π2(m) = g(m),
i1(m1) = f(m1) et i2(m2) = s(m2). On a g(m − s ◦ g(m)) = g(m) − g ◦
s ◦ g(m) = g(m) − g(m) = 0, donc m − s ◦ g(m) ∈ Ker(g) = Im(f), ce
qui montre que π1 est bien définie. Ces applications vérifient les propriétés
caractérisant une somme directe, ce qui finit de démontrer la proposition.

2.3 Modules libres et modules projectifs

Soit M un R-module et soit X ⊂ M une partie de M . On dit que X
engendre M si :

m =

k∑

i=1

ri.xi

pour tout m ∈M , avec ri ∈ R et xi ∈ X . Autrement dit tout élément de M
s’écrit (de manière unique) comme combinaison linéaire (sur R) d’éléments
de X . On dit que M est un module de type fini s’il est engendré par une
partie X finie.
Exemple
1) le Z-module Z est de type fini engendré par X = {1}.
2) Le Z-module Zn est de type fini engendré par X = {e1, . . . , en} avec
ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) le vecteur dont toutes les entrées sont nulles sauf celle
de rang i qui vaut 1.
3) Le Z-module Z

nZ
est de type fini engendré par X = {1} mais aussi par

X = {m} avec pgcd(m,n) = 1.
4) Si R = K est un corps et M = V un K-espace vectoriel, une partie
génératrice de V est une partie qui engendre V au sens de l’algèbre linéaire.

Si M est un R-module de type fini, on a une application

φ : Rn −→M

donnée par :

φ(r1, . . . , rn) =
n∑

i=1

ri.xi

φ est un morphisme surjectif de modules (Rn est un R-module engendré par
X = {e1, . . . , en}).
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Une base d’un R-module M est une partie génératrice X de M telle que
tout élément de M s’écrive de manière unique comme combinaison linéaire
d’éléments de X ou, autrement dit, si :

n∑

i=1

ri.xi = 0 =⇒ ri = 0, ∀i

pour toute partie finie {x1, . . . , xn} de X . Cette définition généralise la notion
de base d’un espace vectoriel en algèbre linéaire.

Définition 14 (Somme directe infinie) Soit I un ensemble d’indices et
soit (Mi)i∈I une famille de R-modules indexée par I. On définit le module
somme directe des Mi par :

⊕

i∈I

Mi = {(mi)i∈I/mi ∈Mi}

avec la condition que les mi sont tous nuls sauf un nombre fini.

L’addition sur cette somme directe infinie est donnée par :

(mi)i∈I + (m
′

i)i∈I = (mi +m
′

i)i∈I

et l’opération de R par :

r.(mi)i∈I = (r.mi)i∈I .

Exemple
Si I = N et Mi = R, ∀i ∈ N, on obtient un module somme directe :

R∞ =
⊕

n∈N

R

R∞ a une base formée des vecteurs ei = (. . . , 0, 1, 0, . . .).

Proposition 7 Soit M un R-module et soit X ⊂ M une base de M . Alors
on a un isomorphisme :

M ∼=
⊕

x∈X

R.
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Preuve : On définit une application

φ :
⊕

x∈X

R −→M

par

φ((rx)x∈X) =
∑

x∈X

rx.x

L’application φ est bien définie car rx = 0 pour presque tout x et donc la
somme à droite est une somme finie. Comme X engendre M , φ est surjective
et c’est clairement un morphisme. Il reste à montrer qu’elle est injective.
Supposons φ((rx)) = 0 Donc

∑
rx.x = 0. Comme X est une base, on doit

avoir rx = 0, ∀x et donc (rx)x∈X = 0.

Définition 15 Un R-module M est dit libre s’il a une base X ⊂M .

Par exemple le R-module Rn = R × . . . × R est libre engendré par X =
{e1, . . . , en}.

Proposition 8 Soit M un R-module. Alors il existe un R-module libre F et
un morphisme surjectif f : F −→ M .

Preuve : Soit X une partie génératrice de M (on peut toujours prendre
X =M). L’application :

f : F =
⊕

x∈X

R −→M

qui à (rx)x∈X associe
∑

x∈X rx.x est bien un morphisme surjectif et F est
libre.

Une classe importante de R-modules est constituée par les modules pro-
jectifs.

Définition 16 Un R-module P est dit projectif si pour tout R-module M ,
tout morphisme g :M −→ P a un scindage s : P −→M .

L’interêt des modules projectif est clarifié par la proposition suivante. Elle
montre que tout module projectif est un morceau d’un module libre. En
particulier tout module libre est projectif.
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Proposition 9 Soit P un R-module. Alors P est projectif si et seulement si
il existe un R-module Q tel que :

P ⊕Q =
⊕

x∈X

R

pour un certain ensemble X. Si P est de type fini alors X peut-être choisi
fini.

Preuve : SoitX une partie génératrice de P . On a un morphisme surjectif g :
⊕

x∈X R −→ P . Comme P est projectif il y a un scindage s : P −→ ⊕

x∈X R
de g. Comme Ker(g) ⊂ ⊕

x∈X R, on obtient une suite exacte scindée :

0 −→ Ker(g) −→
⊕

x∈X

R
g−→ P −→ 0

et donc :
Ker(g)⊕ P ∼=

⊕

x∈X

R

Inversement soit g : M −→ P un morphisme surjectif de R-modules. Alors
g ⊕ IdQ : M ⊕ Q −→ P ⊕ Q est aussi un morphisme surjectif. Comme
P⊕Q ∼=

⊕

x∈X R, on peut choisir des éléments xi ∈ (g⊕IdQ)−1(ei) et définir
t : P ⊕Q −→M ⊕Q par t(

∑
riei) =

∑
rixi. On a alors g⊕IdQ ◦ t = IdP⊕Q.

Posons alors s(p) = t(p, 0) pour p ∈ P . Ceci définit s : P −→M . En effet on
a dans tous les cas s(p) = (m, q) ∈ M ⊕ Q et il faut montrer que q = 0. Or
on a

(p, 0) = g ⊕ IdQ ◦ t(p, 0) = g ⊕ IdQ(m, q) = (g(m), q)

. De plus on a

g ⊕ IdQ(s(p), 0) = g ⊕ IdQ ◦ t(p, 0) = (p, 0)

et donc g(s(p)) = p, ce qui montre que s est un scindage de g.
Une autre définition souvent utilisée d’un module projectif est la suivante :

P est un module projectif si pour tous morphismes f : P −→ N et g : P −→
M avec g surjectif, il existe un morphisme h : P −→ M tel que g ◦ h = f .
Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que cette définition est équivalente
à la précédente.

SiM et N sont des R-modules, l’ensemble HomR(M,N) des morphismes
entre M et N est un groupe abélien pour l’addition des applications :

(f + g)(m) = f(m) + g(m)
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Si M est fixé alors l’application

HomR(M, .) : N 7−→ HomR(M,N)

associe à un R-module N un groupe abélien. Si N −→ L est un morphisme,
on obtient une application

φ∗ : HomR(M,N) −→ HomR(M,L)

donnée par φ∗(f) = f ◦ φ et qui est un morphisme de groupes abéliens.
En utilisant ces Hom, on peut donner une autre caractérisation des mo-

dules projectifs et faisant intervenir les suites exactes courtes.

Théorème 1 Le R-module P est projectif si et seulement si pour toute suite
exacte courte de R-modules :

0 −→M
φ−→ N

ψ−→ L −→ 0

la suite :

0 −→ HomR(P,M)
φ∗−→ HomR(P,N)

ψ∗−→ HomR(P, L) −→ 0

est une suite exacte de groupes abéliens.

Preuve : Il faut montrer que φ∗ est injective, ψ∗ surjective et Ker(ψ∗) =
Im(φ∗). Supposons que φ∗(f) = 0 i.e φ ◦ f(p) = 0 pour tout p ∈ P . Comme
φ est injective, on a f(p) = 0 pour tout p ∈ P et donc f = 0. D’autre
part soit ψ∗(g) = 0 et donc ψ ◦ g(p) = 0 pour tout p ∈ P . Ainsi g(p) ∈
Ker(ψ) = Im(φ) et g(p) = φ(mp) pour un certain mp ∈ M . L’application
φ−1 ◦ g : p 7→ mp est un morphisme bien défini puisque φ est injective.
Donc g(p) = φ(φ−1 ◦ g) = φ∗(φ

−1 ◦ g) et Ker(ψ∗) ⊂ Im(φ∗). Inversement si
g = φ∗(f) alors g(p) = φ ◦ f(p), ce qui veut dire que g(p) ∈ Im(φ) = Ker(ψ)
et ψ∗ψ(p) = ψ ◦ φ ◦ f(p). ceci montre que Im(φ∗) ⊂ Ker(ψ∗). Il reste à
montrer que ψ∗ est surjective. Soit h ∈ Hom(P, L). Comme ψ est surjective,
on applique la seconde définition d’un module projectif aux morphismes ψ et
h. Il existe donc un morphisme k : P −→M tel que ψ ◦ k = h i.e ψ∗(k) = h.
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Chapitre 3

Produit Tensoriel de Modules

Le produit tensoriel de modules est une construction mathématique qui
permet de ramener l’étude d’opérations bilinéaires ou multilinéaires à celles
d’opérations linéaires sur les modules (les applications bilinéaires sont ra-
menés aux applications linéaires ou plus exactement ici aux morphismes
de modules). Le produit tensoriel est trés utile dans beaucoup de branches
mathématiques telles que l’Algèbre Homologique, la Topologie Algébrique
ou encore la Géométrie Algébrique. Le produit tensoriel vérifie une propriété
universelle qui le caractérise à isomorphisme prés.

Le plan de ce chapitre est le suivant : dans la première section, on présentera
brièvement les définitions des applications bilinéaires (et multilinéaires) entre
modules. Dans la deuxième section, on donnera la définition du produit ten-
soriel de modules ainsi que sa construction. Des exemples de produit tenso-
riel seront donnés dans la troisième section. Enfin dans la dernière section
on étudiera rapidement l’opération importante d’extensions de la base qui
est un mécanisme qui transforme un R-module en un S-module pour S une
extension de R.

3.1 Applications bilinéaires

SoitR un anneau (toujours commutatif) et soientM,N, P des R-modules.

Définition 17 Une application B :M ×N −→ P est dite bilinéaire si :
– B(m1 +m2, n) = B(m1, n) +B(m2, n).
– B(m,n1 + n2) = B(m,n1) +B(m,n2).
– B(r.m, n) = B(m, r.n) = rB(m,n).
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∀m,m1, m2 ∈M , ∀n, n1, n2 ∈ N et ∀r ∈ R

Autrement dit B(m, .) est un morphisme (application linéaire) N −→ P et
B(., n) est un morphisme M −→ P pour tout m ∈ M et tout n ∈ N . L’en-
semble des applications bilinéaires M ×N −→ P sera noté Bil(M,N ;P ). Il
a une structure naturelle de R-module.
Exemple
1) On prendM = N = P = R. Alors la multiplication d’anneau R×R −→ R
est une application bilináire.
2) SoitM un R-module. Alors la multiplication par les scalaires R×M −→M
est bilinéaire.
3) Soit HomR(M,N) l’ensemble des morphismes de N vers P . Il a une struc-
ture naturelle de R-module. Soit f : M −→ HomR(N,P ) un morphisme de
R-modules. Alors l’application :

M ×N −→ P
(m,n) 7−→ f(m)(n)

est bilinéaire.
Il existe bien sûr des fonctions de deux variables sur les modules qui ne sont
pas bilinéaires. Par exemple si M est un R-module, alors l’addition :

M ×M −→ M
(m1, m2) 7−→ m1 +m2

n’est pas bilinéaire puisqu’en général :

(m1 +m2) +m 6= (m1 +m) + (m2 +m).

Les applications multilinéaires généralisent les applications bilinéaires.
Une application f :M1×. . .×Mk −→ P est multilinéaire si elle est linéaire en
chaque variable, les autres étant considérées comme des constantes. Contrai-
rement aux morphismes de modules, les applications bilinéaire (et multi-
linéaires) n’ont pas de noyau (car M ×N n’est pas un module en général) et
leurs images ne forment pas de sous-modules (de P ).

3.2 Définition et construction du produit ten-

soriel

Définition 18 Soient M et N deux R-modules. On appelle produit tensoriel
de M et N (sur R), un R-module noté M ⊗R N muni d’une application
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bilinéaire ⊗ :M ×N −→M ⊗R N telle que pour toute application bilinéaire
B : M × N −→ P , il existe un morphisme unique L : M ⊗R N −→ P qui
rend le diagramme suivant commutatif

M ×N
⊗

//

B
��

M ⊗R N

L
xx

P

i.e B = L ◦ ⊗.

Nous allons montrer que le produit tensoriel existe toujours et est unique (à
isomorphisme prés).

Si X est un ensemble, le groupe abélien libre sur X est le groupe :

F (X) =
⊕

x∈X

Z

C’est l’ensemble des sommes finies
∑k

i=1 nixi avec xi ∈ X et ni ∈ Z. Si
Y ⊂ X , le sous-groupe de F (X) engendré par Y est l’ensemble des sommes
finies

∑k

i=1 niyi avec yi ∈ Y et ni ∈ Z. Pour M et N deux R-modules,
on applique cette définition à X = M × N pour obtenir le groupe abélien
libre F (M × N). Ses éléments sont les sommes finies

∑k

i=1 ai(mi, ni) avec
ai ∈ Z, mi ∈M et ni ∈ N . Soit G ⊂ F (M ×N) le sous-groupe engendré par
les éléments de la forme :

– (m+m
′

, n)− (m,n)− (m
′

, n).
– (m,n+ n

′

)− (m,n)− (m,n
′

).
– (r.m, n)− (m, r.n).

avec m,m
′ ∈M,n, n

′ ∈ N et r ∈ R. Posons :

M ⊗R N =
F (M ×N)

G

La classe d’équivalence de (m,n) modulo G sera notée m⊗ n :

m⊗ n = (m,n) = (m,n) mod G

L’application quotient :

F (M ×N) −→M ⊗R N

sera notée π. On a π(m,n) = m⊗ n et bien sûr π(G) = 0.
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Proposition 10 Le groupe abélienM⊗RN est engendré par les éléments de
la forme M⊗n avec m ∈M et n ∈ N . Ces éléments satisfont aux relations :

– (m+m
′

)⊗ n = m⊗ n +m
′ ⊗ n.

– m⊗ (n+ n
′

) = m⊗ n+m⊗ n
′

.
– r.m⊗ n = m⊗ r.n.

De plus M ⊗R N est un R-module.

Preuve : Les éléments m ⊗ n engendrent M ⊗R N car les éléments (m,n)
engendrent F (M × N) et parce que l’application F (M × N) −→ M ⊗R N
est surjective. Les relations découlent de la définition de G. Par exemple

(m+m
′

)⊗ n−m⊗ n−m
′ ⊗ n

= π((m+m
′

, n)− (m,n)− (m
′

, n)) = 0

car (m +m
′

)⊗ n −m ⊗ n −m
′ ⊗ n ∈ G, etc. D’autre part pour r ∈ R, on

pose :
r(m⊗ n) = (r.m)⊗ n = m⊗ (r.n)

Ceci définit une opération de R surM⊗RN qui fait de celui-ci un R-module.
On peut maintenant énoncer le :

Théorème 2 Le produit tensoriel de M et N (sur R) existe.

Preuve : On pose :

M ⊗R N =
F (M ×N)

G

On a vu que c’est un R-module et on a une application bilinéaire :

⊗ :M ×N −→ M ⊗R N

donnée par ⊗(m,n) = m ⊗ n. Il reste à montrer que pour toute application
bilinéaire B :M×N −→ P , il existe un unique morphisme L :M⊗RN −→ P
tel que B = L ◦⊗. Définissons L par L(m⊗n) = B(m,n). L est bien définie
car B étant bilinéaire, elle s’annule sur G ⊂ F (M ×N) et on a bien :

B(m,n) = L ◦ ⊗(m,n) = L(m⊗ n))

Si L
′

est un autre morphisme tel que B = L
′ ◦ ⊗, on doit avoir L(m⊗ n) =

L
′

(m⊗ n) et donc L = L
′

. Ceci prouve l’unicité de L.
L’unicité du produit tensoriel est assuré par le :
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Théorème 3 Soient T et T
′

deux produits tensoriels de M et N (sur R).
Alors T et T

′

sont isomorphes.

Preuve : Par hypothèse on a des applications bilinéaires b :M ×N −→ T et
b
′

: M × N −→ T
′

qui vérifient la propriété universelle du produit tensoriel
et on a des diagrammes commutatifs :

M ×N
b

//

b
′

��

T

f
{{

T
′

et

M ×N
b
′

//

b
��

T
′

f
′

{{
T

avec T produit tensoriel dans le premier et T
′

produit tensoriel dans le second.
Remarquer l’existence des applications f : T −→ T

′

et f
′

: T
′ −→ T . En

combinant ces deux diagrammes, on en obtient un nouveau :

M ×N
b

//

b
′

��

M ⊗R T

f
′

◦f
xx

T

Comme f et f
′

sont uniques, on doit avoir f
′◦f = IdT . De même f◦f ′

= IdT ′

et donc f nous fournit un isomorphisme T ∼= T
′

.
En combinant ces deux théorèmes on obtient :

Théorème 4 Le produit tensorielM⊗RN de deux R-modulesM et N existe
toujours et est unique à isomorphisme prés.

Les éléments de M ⊗R N sont appelés des tenseurs et sont combinaisons
linéaires des m ⊗ n qu’on appelle des tenseurs élémentaires. Tout élément
x ∈M ⊗R N s’écrit donc :

x =

k∑

i=1

aimi ⊗ ni
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avec ai ∈ Z, mi ∈M et ni ∈ N .
Exemple
1) Dans M ⊗R N , on a m⊗ 0 = 0 et 0⊗ n = 0. En effet :

m⊗ 0 = m⊗ (0 + 0) = m⊗ 0 +m⊗ 0

et donc m⊗ 0 = 0. On montre de même que 0⊗ n = 0.
2) Soit A un groupe abélien dont tout élément est d’ordre fini. Regardons A
comme un Z-module. Alors on a :

Q⊗Z A = 0

En effet soit a ∈ A et soit n ∈ N tel que na = 0. Alors on a dans Q⊗Z A :

r ⊗ a = n(
r

n
)⊗ a =

r

n
⊗ na =

r

n
⊗ 0 = 0

3)m⊗n = 0 si et seulement si toute application bilinéaire surM×N s’annule
en (m,n).
4) M ⊗RN = 0 si et seulement si toute application bilinéaire sur M ×N est
nulle.

Pour finir cette section remarquons que le produit tensoriel se généralise
à un nombre quelconque de modules. SiM1, . . . ,Mk sont des R-modules, leur
produit tensoriel M1 ⊗R . . .⊗RMk est un R-module qui vérifie une propriété
universelle concernant les applications multilinéaires : Pour toute application
multilinéaire B : M1 × . . . ×Mk −→ P vers un R-module P , il existe un
unique morphisme L :M1⊗R . . .⊗RMk −→ P rendant le diagramme suivant
commutatif :

M1 × . . .×Mk
⊗

//

B
��

M1 ⊗R . . .⊗R Mk

L
uuP

L’image de (m1, . . . , mk) par ⊗ est notée m1 ⊗ . . .⊗mk. La construction de
M1⊗R . . .⊗RMk se fait de la même manière que dans le cas de deux modules.
Nous laissons les détails au lecteur.

3.3 Exemples de produit tensoriel

Pour illustrer la théorie générale, on présente ici quelques exemples de
produit tensoriel.
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Exemple 1
Soient a et b deux entiers positifs et soit d = pgcd(a, b). Les groupes abéliens
Z

aZ
et Z

bZ
peuvent-être vus comme des Z-modules. On a alors un isomorphisme

de groupes abéliens :
Z

aZ
⊗Z

Z

bZ
∼= Z

dZ
En particulier

Z

aZ
⊗Z

Z

bZ
= 0 ⇐⇒ pgcd(a, b) = 1

Preuve : Z
aZ

et Z
bZ

sont tous deux engendrés par 1. Donc 1 ⊗ 1 engendre
Z

aZ
⊗Z

Z

bZ
. On a :

a(1⊗ 1) = a⊗ 1 = 0⊗ 1 = 0

b(1⊗ 1) = 1⊗ b = 1⊗ 0 = 0

Donc l’ordre de 1⊗ 1 divise a et b et donc aussi d = pgcd(a, b). Ainsi :

#(
Z

aZ
⊗Z

Z

bZ
) ≤ d.

Soit l’application bilinéaire :

B :
Z

aZ
× Z

bZ
−→ Z

dZ

définie par B(x mod a, y mod b) = xy mod d. Par la propriété universelle
du produit tensoriel, il existe un unique morphisme :

f :
Z

aZ
⊗Z

Z

bZ
−→ Z

dZ

tel que f(x⊗ y) = xy. En particulier f(x⊗ 1) = x et donc f est surjective.
Le produit tensoriel a ainsi au moins d éléments.
Par exemple :

Z

3Z
⊗Z

Z

5Z
= 0.

Exemple 2
Soit R un anneau (commutatif) et soient I et J deux idéaux de R. Les
anneaux quotients R

I
et R

J
sont des R-modules de manière naturelle et on a :

R

I
⊗R

R

J
∼= R

I + J
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Preuve : Soit l’application bilinéaire :

B :
R

I
× R

J
−→ R

I + J

définie par B(x mod I, y mod J) = xy mod I + J . Par la propriété uni-
verselle du produit tensoriel, il existe un unique morphisme

f :
R

I
⊗R

R

J
−→ R

I + J

tel que f(x ⊗ y) = xy. Nous allons montrer que f est l’isomorphisme re-
cherché. Pour cela considérons l’application :

g : R −→ R

I
⊗R

R

J

donnée par g(r) = r.(1⊗ 1). g est linéaire. De plus on a :

r ∈ I =⇒ g(r) = r.(1⊗ 1) = r ⊗ 1 = 0⊗ 1 = 0

r ∈ J =⇒ g(r) = r.(1 ⊗ 1) = 1⊗ r = 1⊗ 0 = 0

donc I + J ∈ Ker(g) et g passe au quotient :

g :
R

I + J
−→ R

I
⊗R

R

J

avec g(r mod I+J) = r.(1⊗1) = r⊗1 = 1⊗r. Montrons que g est l’inverse
de f . On a

f(g(r mod I + J)) = f(r ⊗ 1) = r mod I + J

et donc f ◦ g = Id R

I+J

Pour calculer g ◦ f , remarquons que tout tenseur

élémentaire x⊗ y s’écrit :

x⊗ y = x.1⊗ y.1 = xy.(1⊗ 1) = r.(1 ⊗ 1)

et donc
g(f(r.(1⊗ 1)) = r.g(1 mod I + J) = r.(1⊗ 1)
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Ainsi g ◦ f = IdR

I
⊗R

R

J

.

En prenant I = J = 0, on obtient un isomorphisme :

R⊗R R ∼= R

Remarquer aussi que si on prend R = Z, I = aZ et J = bZ, on retrouve
l’exemple précédent.
Exemple 3
Soient R un anneau et I un idéal de R. R

I
est un R-module. Si M est un

R-module, alors on a un isomorphisme :

R

I
⊗RM ∼= M

IM

Preuve : Soit l’application bilinéaire :

B :
R

I
×M −→ M

IM

définie par B(r,m) = r.m. Par la propriété universelle du produit tensoriel,
il existe un unique morphisme :

f :
R

I
⊗RM −→ M

IM

tel que f(r ⊗m) = r.m. Montrons que f est un isomorphisme. Soit l’appli-
cation :

g :M −→ R

I
⊗RM

donnée par g(m) = 1 ⊗ m. g est linéaire en m et IM est engendré par les
r.m pour r ∈ I et m ∈M et on a :

g(r.m) = 1⊗ r.m = r ⊗m = 0⊗m = 0

Donc g annule IM et passe au quotient :

g :
M

IM
−→ R

I
⊗R M

avec g(m) = 1⊗m. On a :

f(g(m)) = f(1⊗m) = 1.m = m
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et donc f ◦ g = Id M

IM

. Pour calculer g ◦ f , remarquons que tout tenseur de
R
I
⊗R M est de la forme 1 ⊗ m. En effet un tenseur élémentaire est de la

forme r ⊗m = 1 ⊗ r.m et tout tenseur est somme de tenseurs élémentaires
∑

i 1⊗mi = 1⊗∑

imi. On a alors

g(f(1⊗m)) = g(m) = 1⊗m

et donc g ◦ f = IdR

I
⊗RM

.

En particulier si I = (0), on obtient un isomorphisme :

R⊗R M ∼=M

et si R =M , on retrouve l’isomorphisme de l’exemple précédent :

R ⊗R R ∼= R.

Exemple 4
Soient M,N et P des R-modules. Alors on a des isomorphimes :

M ⊗R N ∼= N ⊗RM

et
(M ⊗R N)⊗R P ∼=M ⊗R (N ⊗R P )

Preuve : On procède de la même manière que dans les exemples précédents
en utilisant toujours la propriété universelle du produit tensoriel. Disons sim-
plement que les deux isomorphismes sont donnés respectivement par :

m⊗ n 7−→ n⊗m

et
(m⊗ n)⊗ p 7−→ m⊗ (n⊗ p)

3.4 Extension de la base

Soit f : R −→ S un morphisme d’anneaux commutatifs. Soit N un S-
module. On peut utiliser f pour regarder N comme un R-module en posant :

r.n = f(r).n
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pour r ∈ R et n ∈ N . En particulier S lui-même est un R-module en posant :

r.s = f(r)s

pour s ∈ S. Cette opération du passage d’un S-module à un R-module est
souvent appelée la restriction des scalaires et tire son nom du cas particulier
où f est une inclusion (R est un sous-anneau de S) : R ⊂ S. Par exemple,
en utilisant l’inclusion R ⊂ C tout module (espace vectiel) sur C est aussi
un module (espace vectoriel) sur R.

Le processus inverse i.e le passage d’un R-module à un S-module est ap-
pelé l’extension des scalaires ou l’extension de la base. Soit M un R-module.
Si f : R −→ S est un morphisme d’anneaux, S devient un R-module via
f : r.s = f(r)s. On peut donc parler du produit tensoriel S ⊗RM qui est un
R-module.

Proposition 11 Le groupe additif S ⊗R M a une unique structure de S-
module en posant :

s
′

.(s⊗m) = s
′

s⊗m

∀s, s′ ∈ S et ∀m ∈ M . Cette structure de S-module est compatible avec la
structure de R-module dans le sens que :

r.t = f(r).t

pour tout r ∈ R et tout t ∈ S ⊗RM

Preuve : On va se contenter d’exhiber l’opération S×S⊗RM −→ S⊗RM .
Pour tout s

′ ∈ S, on considère l’application bilinéaire S ×M −→ S ⊗R M
donnée par (s,m) 7−→ (s

′

s) ⊗ m. Par la propriété universelle du produit
tensoriel, il existe un unique morphisme gs′ : S ⊗R M −→ S ⊗R M tel que
gs′ (s⊗m) = (s

′

s)⊗m. On définit alors une opération de S sur S ⊗RM par
s
′

.t = gs′ (t).

Définition 19 S ⊗R M (en tant que S-module) est appelé l’extension des
scalaires (de R à S) de M .

Remarquons que de la même manière M ⊗R S est aussi un S-module et on
a un isomorphisme :

S ⊗RM
∼=−→ M ⊗R S
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qui envoie s⊗m vers m⊗ s.
Exemple
En utilisant l’inclusion R ⊂ C, tout module (espace vectoriel) V sur R devient
un module (espace vectoriel) V ⊗R C sur C. Si V = Rn, alors on a :

Rn ⊗R C ∼= Cn.

Si Mn(R) est l’espace vectoriel réel des matrices d’ordre n sur R, alors on a
aussi un isomorphisme :

Mn(R)⊗R C ∼= Mn(C).
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