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Introduction
l�optimisation est une branche des mathèmatique, cherchant à analyser et à rèsoudre

analytiquement ou numèriquement les problèmes qui consistent à dèterminer le mielleur

èlèment d�un ensemble, au sens d�une critère quantitatif donnè. Ce mot vient du latin

optimun qui signi�e le meilleur.

l�optimisation joue un role important en recherche opèrationnelle (donc en èconomie

et microèconomie). dans les mathèmatique appliquèes (fondamentales pour lindustrie

et lingènierie), en analyse et en analyse numèrique, en satistique pour lestimation du

maximun de vraisemblance d�une distribution, pour la recherche de stratègies dans le

cadre de la thèorie des jeux, ou encore en thèorie du controle et de la commande.

Aujourd�hui, tous les systemes susceptibless dètre dècrits par un modèle mathèma-

tique sont optimisès. la qualitè des rèsultats et de prèdictions dèpend de la pertinence du

modèle, de le¢ cacitè de l�algorithme et des moyens pour le traitement numèrique.

En 1984 Narendra karmarkar se basée sur les mèthodes de points intèrieurs et dè-

couvre un algorithme en temps polynomial. son travail donne un vèritable èlan à la

recherche d�algorithme pour la programmation linèaire. c�est alors qu�est nèe toute une

famille d�algorithmes dits de points intèrieurs. ce type d�algorithmes permet de rèsoudre

des problèmes d�optimisation linèaire et non-linèaire. contrairement à la mèthode du sim-

plexee qui procède de sommets (points extrèmes, voir chapitres prècèdents) en sommets

d�un polyèdre, les mèthodes de points intèrieurs sintèressent à lintèrier des domaines rèa-

lisables. en partant d�une règion (su¢ samment grande) contenant lensemble des solution.

il sagit de rètrècir ce domaine pour cibler ia solution. Ainsi, pas après pas, le domaine

rèalisable se restreint jusqu à se rèduire à un voisinage arbitrairement petit de la solution.
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Dans ce mémoire, on s�intéresse à la résolution d�un programme linéaire en utilisant

la méthode de Karmarkar. est divisé en trois chapitres :

Dans le premier, nous rappelons des notions de base de l�analyse convexe ainsi que

l�optimisation sans contraints et avec contraints.

Le deuxième chapitre est consacré à la programmation linèaire.

Dans le dernier chapitre, étude la mèthode de karmarkar.
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Chapitre 1

optimisation linèaire sans contraints

et avec contraints

1.1 Introduction

Dans Ce chapitre nous avons etudiè les dèferents composons de mathèmatique et

présentè les bagages nécessaires pour le traitement des problèmes considérés dans notre

mémoire. Il s�agit de résultats fondamentaux d�analyse convexe et d�optimisation.

1.2 Notion de base

1.2.1 Element d�analyse convexe

Dans cette partie, nous allons rappeler les plus importants rèsultats d�analyse convexe

nècessaire pour le dèveloppement de ce travail.
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Dé�nition 1

une partie C de Rn est dite convexe si :

8x; y 2 Rn;8� 2 [0; 1]; (1� �)y + �x 2 C

Si C est un convexe compact non vide de Rn alors C admet au moin un point extrémal

ce résultat puissant est dû à Minkowsky.

Dé�nition 2

une fonction f : Rn �! R est dite convexe si :

f [(1� �)y + �x] � (1� �)f(y) + �f(x);8x; y 2 Rn;8� 2 [0; 1]

f est dite strictement convexe sur Rn si :

f [(1� �)y + �x] < (1� �)f(y) + �f(x);8x; y 2 Rn; x 6= y; 8� 2]0; 1[

f est dite concave sur Rn si �f est convexe sur Rn:un polydère convexe borné est appelé

polytope convexe.

Dé�nition 3

une ensemble convexe de la forme :

P=fx 2 Rn : Ax = b; x > 0g=A 2 Rm�n; b 2 Rm

est dite polydère convexe.

un polydère convexe bornè est appelè polytope convexe.
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1.2.2 Rappels d�optimisation

Un problème d�optimisation (p) s�écrit sous la forme suivante :

8<: min
x
f(x)

x 2 C

La fonction f : Rn �! R est appelée "fonction objectif", l�ensemble ? 6= C � Rn est

appelé "l�ensemble des solutions réalisables".

On appelle solution optimale globale de (P), tout point �x 2 C satisfaisant f(�x) � f(x)

8x 2 C.

On dit qu�un point �x 2 C est "solution optimale locale " de (P), s�il existe un voisinage

V de �x telle que f(�x) � f(x), 8x 2 C \ V .

1.3 Optimisation sans contraintes

Le problème d�optimisation sans contraintes s�écrit sous la forme suivante :8<: min f(x)

x 2 Rn

où f est une fonction deRn versR [ f+1g.

1.3.1 Résultats d�existence et d�unicité

Dé�nition 4

On dit que f : C �! R est coercive si lim
kxk�!+1

f(x) = +1:
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Théorème 1 (existence)

soit E=Rnet f : E �! R une application telle que :

1) f est continue.

2) f coercive.

alors il existe �x telle que : f(�x) � f(x) 8x 2 Rn.

Remarque 1

le thèorème est faux si E est de dimension in�nie.

Théorème 2 (unicitè)

soit f : Rn �! R [ f+1g strictement convexe, alors il existe au plus un �x 2 Rn ;

telle que :

f(�x) � f(x) 8x 2 Rn.

Remarque 2

Ce thèorème ne donne pas l�existence. Par exemple dans le cas n = 1 la fonction f

dè�nie par f(x) =ex n�atteint pas son minimum, car inf Rf = 0et f(x)6= 08x 2 R; et

pourtant f est strictement convexe.

Théorème 3 (exisetence et unicitè)

soit f : Rn �! R; on suppose que :

1) f continue.

2) f coercive.

3) f strictement convexe.

alors il existe un unique �x 2 Rn telle que : f(�x)=infRn f:

Remarque 3

ce thèoreme reste vrai si E est un espace de Hilbert.
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1.3.2 Conditions d�optimalité

A) Conditions nécessaires du premier ordre :

Les conditions que nous allons donner sont des conditions di¤érentielles qui dépendent

de la dérivée de la fonction à minimiser.

Théorème 4 (condition nécessaire d�optimalité du premier ordre )

Soit C une partie de Rn et f : C �! R une fonction di¤érentiable sur C, si x� réalise

un minimum (global ou local ) de f sur C alors Of(x�) = 0:

Dé�nition 5

Un point x� de C véri�ant Of(x�) = 0 est appelé "point critique" ou "point sta-

tionnaire".

Théorème 5

soit f : C �! R fonction di¤érentiable et convexe sur C, un point x�réalise

un minimum global de f sur C si et seulement si Of(x�) = 0:

B) Conditions du second ordre :

Théorème 6 (Condition nécessaire du second ordre )

On suppose que x�est un minimum (local) de f et que f est deux fois di¤érentiables sur

C, alors :

a) Of(x�) = 0:
b)8x 2 C hr2f(x�)x; xi > 0:
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Théorème 7 (Condition nècessaire du seconde ordre)

Soit f deux fois dérivable sur C véri�ant Of(x�) = 0 et 9� > 0, tel que :
8x 2 C hr2f(x�)x; xi > �kxk2:::::(�)
alors la fonction f admet un minimum "local strict" en x�:

1.4 Optimisation avec contraintes

La forme de optimisation avec contraintes est :8<: min f(x)

x 2 C

où C est l�ensemble des contraintes.

1.4.1 Résultats d�existence et d�unicité

Théorème 8

Supposons que f est continue, que C est un sous-ensemble fermé non vide deRn et que

l�une des conditions suivantes est réalisée :

a) soit C est borné

b) soit f est coercive.

Alors le problème (P) admet au moins une solution.

Théorème 9

Sous les hypothèses du théorème 5, si f est strictement convexe et si C est convexe, alors

le problème (P) admet une solution unique.

10



1.4.2 Condition d�optimalité

Tout comme dans le cas sans contraintes, nous allons établir des conditions d�opti-

malité du premier et du second ordre permettant de calculer les éventuels minima de f:

Conditions d�optimalité du premier ordre :

La condition nécessaire suivante est l�analogue de celle que nous avons dans le cas

sans contraintes. Elle fait bien sûr intervenir l�ensemble des contraintes.

Théorème 10 (Condition nécessaire du premier ordre)

Si f est une fonction di¤érentiable et si C est un convexe fermé, alors toute solution x�

de (P) véri�e la condition nécessaire d�optimalité du premier ordre

8x 2 C ; hOf(x�); x� x�i > 0::::::::::(�):

Théorème 11 (CNS du premier ordre dans le cas convexe)

Supposons f convexe di¤érentiable et C convexe fermé de Rn, soit x� un élément de C.

La condition (�) est nécessaire pour que x� soit solution de (P). Elle caractérise donc les

minima de f sur C.

On suppose maintenant que C est dé�ni comme suit :

C = f x 2 Rn : gi(x) � 0; i = 1; :::; p ; hj(x) = 0; j = 1; :::; q g:

Les contraintes gi(x) � 0 sont appelées "contraintes d�inégalités" et les contraintes

hj(x) = 0 "contraintes d�égalités". L�obtention de conditions nécessaires d�optimalité
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nécessite que certaines conditions appelées conditions de quali�cation des contraintes

soient véri�ées.

Ici nous nous limiterons aux trois conditions de quali�cation suivantes :

�) (CQ1) C est un polyèdre convexe :
c�est le cas lorsque les fonctions gi et hj sont a¢ nes.

�) (CQ2) condition de Slater :
la condition de quali�cation des contraintes de Slater est comme suit :

1- les fonctions gi sont convexes et les fonctions hj sont a¢ nes.

2- il existe �x tel que gi(�x) < 0 et hj(�x) = 0 pour tout i; j.

�) (CQ3) condition de Mangasarian-Fromowitz :
la condition de quali�cation des contraintes de Mangasarian-Fromowitz en un point

x� 2 C est comme suit :

1) les q vecteurs Ohj(x�) sont linéairement indépendants.
2) il existe �d tel que hOhj(x�); �di = 0 pour tout j et hOgi(x�); �di < 0 pour tout i.

On associe au problème d�optimisation suivant :8>>><>>>:
min f(x)

gi(x) � 0; i = 1; :::; p

hj(x) = 0; j = 1; :::; q

la fonction L : Rn � [0;1[p�Rq �! R dé�nie par

L(x; �; �) = f(x) +

pX
i=1

�igi(x) +

qX
j=1

�jhj(x)

est appelée le Lagrangien .

Le théorème suivant de Karush-Kuhn-Tucker-Lagrange donne une condition néces-

saire d�optimalité :

12



Théorème 12

Supposons que les fonctions f; gi; hj sont C1 dans un voisinage de x� 2 C et que les

contraintes véri�ent une condition de quali�cation. Si f a un minimum local en x� sur C

alors il existe � 2 Rp et � 2 Rq tels que :

OxL(x�; �; �) = 0;O�L(x�; �; �) � 0;O�L(x�; �; �) = 0; � > 0; h�;O�L(x�; �; �)i = 0:

Les quantités �i et �j sont appelées "multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tuker ".

Lorsque le problème est convexe (f et gi convexes et hj a¢ nes) on a la condition

nècessaire d�optimalité.

Théorème 13

Supposons que les fonctions f; gi sont C1 dans un voisinage de x� 2 C, convexes et

que les fonctions hj sont a¢ nes . S�il existe � 2 Rp et � 2 Rq tels que

Of(x�)+
pX
i=1

�iOgi(x�)+
qX
j=1

�jOhj(x�) = 0, �i > 0 ; gi(x�) � 0 ; �igi(x�) = 0 ; hj(x�) = 0 ;

8i; j alors f a un minimum global en x� sur C.

1.5 Classi�cation de problèmes d�optimisation

un programme mathèmatique (PM) est un problème d�optimisation de la forme :
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8>>>>>><>>>>>>:

min f(x)

gi(x) � 0; i = 1; :::; k

hj(x) = 0; j = 1; :::m

x 2 C � Rn

où f ,gi,hj sont de fonction dè�nies deRn dans R.

les problèmes d�optimisation sont classi�iès selon les caractèristiques des fonctions

f ,gi,hj:

parmi les cas particulieres les plus ètudiès, on note :

- la programation linèaire ( f linèaire,gi,hj a¢ nes, C ortant positif).

- la programmation convexe ( f ,giconvexes,hj a¢ nes, C convexe).

- la programmation en nombres entiers (C discret).
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Chapitre 2

Programmation linéaire

2.1 Introduction

En mathèmatiques, les problèmes de programmation linèaire (PL) sont des problèmes

d�optimisation ou la fonction objectif et les contraintes sont linèaires. Aujourd�hui, ils

existent Beaucoup d�applications industrielles de la Programmation Linèaire dans les

domaines pètrolier, agro-alimentaire, l�industrie lourde, le transport et la nance.

2.2 Formes gènèrales d�un programme linèaire

2.2.1 Forme canonique

la forme canonique s�écrit :8>>><>>>:
min(x1;:::;xn)

h
F (x1; :::; xn) = c1x1 + :::+ cnxn =

Pn
j=1 cjxj

i
Pn

j=1 aijxj � bi;8i = 1; :::;m

xj � 0;8j = 1; :::; n
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et l�ècriture matricièlle est de la forme canonique est :8>>><>>>:
min ctx

Ax � b

x > 0

2.2.2 Forme standard

la forme standard s�ecrit :

8>>><>>>:
min(x1;:::;xn)

h
F (x1; :::; xn) = c1x1 + :::+ cnxn =

Pn
j=1 cjxj

i
Pn

j=1 aijxj = bi;8i = 1; :::;m

xj � 0;8j = 1; :::; n

et l�ècriture matricièlle est de la forme standard est :8>>><>>>:
min ctx

Ax = b

x > 0

Proposition 1 Tout PL sous forme standard s�ecrit de façon equivalente en un PL sous

forme canonique et inversement.

2.3 Equivalence de deux programmes mathématiques

Deux programmes mathématiques (en particulier deux programmes linéaires) sont

dits "équivalents" si à toute solution réalisable de l�un on sait faire correspondre une

solution réalisable de l�autre, de telle sorte que les fonctions objectives soient égales pour

cette paire de solution.
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2.4 dualitè

2.4.1 La dualité en programmation linéaire

A chaque programme linéaire est associé un autre programme linéaire appelè dual.

Dé�nition 6

Soit le programme linéaire écrit sous forme standard :8>>><>>>:
min ctx

Ax = b

x > 0

c; x 2 Rn; A 2Mm;n(R); b 2 Rm:

On appellè dual du (primal) le programme linéaire :8>>><>>>:
max bty

Aty � c

y 2 Rm

1) Le dual du dual est le primal.

2) À partir de la relation primale-duale dé�nie pour la forme standard, il est possible

de retrouver le programme dual de tous les programmes linéaires non formulés sous cette

forme.

3) les variables du dual sont en bijection avec les contraintes du primal.

4) les contraintes du dua lsont en bijection avec les variables du primal.
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Soit le problème linéaire suivant, considéré comme étant le primal.

8>>>>>><>>>>>>:

min(x1 + x2)

x1 � x2 = 0

x1 + x2 + x3 = 1

xi > 0; i = 1; 2; 3

Le dual de ce programme s�écrira :8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

max y2

y1 + y2 � 1

�y1 + y2 6 1
y2 � 0

y 2 R2

Exemple 1 soit le programme suivant : 8>>><>>>:
min ctx

Ax > b
x > 0

la dual de ce programme est :

8>>><>>>:
max bty

Aty � c

y > 0

Proposition 2 (dualité faible )

Si x est primal réalisable et y est dual réalisable alors bty � ctx:
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Proposition 3 (dualité forte )

Si x est optimal pour le programme primal, alors le programme dual a une solution optimal

y telle que bty = ctx:

Proposition 4 Soit x primal réalisable et y dual réalisable avec s = c � Aty, alors on

a :

ctx� bty = stx:

Remarque 4

Si l�objectif d�un problème (dual ou primal ) n�est pas borné, l�autre problème n�admet

pas de solution réalisable.

2.4.2 Application de la dualité

terminons ce paragraphe en signalant l�importance de la dualitè aussi bien sur le plan

pratique que thèorique.

en e¤et, en plus de l�èclairage qu�elle apporte sur certains points d�ordre thèorique

permettant de mieux caractèriser les propriètès du problème donnè, les rèsultats prècè-

dents montrent qu�en rèsolvant un programme linèaire primal, on rèsout en mème temps

son dual.
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Chapitre 3

Mèthode de karemarkare

3.1 Introduction

En 1984, Karmarkar a proposé un algorithme prometteur pour la programmation

linéaire, il possède des propriétés théoriques attractives et un bon comportement numé-

rique.

L�algorithme est conçu pour résoudre un programme linéaire de la forme :8>>><>>>:
min ctx = z�

Ax = 0

x 2 Sn

:::::::::::::::(p)

3.2 Préliminaires

Minimisation d�une fonction linéaire sur un ellipsoide :

Considérons le problème suivant :8<: min ctx

x 2 E
::::::::::::::(O)

où x; c 2 Rn et E un ellipsoide dé�ni par son centre �a, par r et la matrice symétrique
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dé�nie positive A.

Algébriquement :

E = f x 2 Rn : (x��a)tA(x��a) � r2g

Lemme 1

La solution du problème (O) est donnée par :

x� =�a� rp
hc; A�1ci

� A�1c

Cas particulier du lemme 1 :

Si l�ellipsoide E est réduit à une sphère (A = I) alors la solution de (O) est :

x� =�a� c
kckr:

Autrement dit, il su¢ t de se déplacer à partir du centre �a dans la direction op-

posée du vecteur coût (i.e �c ) d�une distance égale au rayon ( r ) de la sphère.

3.3 L�idée générale de l�algorithme

Soit A un élément de Rm�n, b 2 Rm et c 2 Rn et posons par dé�nition


 = fx 2 Rn : Ax = bg

P = fx 2 Rn : Ax = b; x > 0g = 
 \ Rn+
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Considérons alors le programme linéaire général :

8<: min ctx

x 2 P
::::::::::::::::(p:l:g)

Si l�on remplace Rn+ par une sphère (ou un ellipsoide ) E1 � Rn+ on obtient le pro-

blème :

8<: min ctx

x 2 
 \ E1
::::::::::::::::(1)

Or, l�intersection d�une sphère et d�un espace a¢ ne est une sphère de dimension plus

petite dans cet espace a¢ ne, donc (
 \ E1 = E2).

Le problème devient :

8<: min c0tx

x 2 E2
:::::::::::::::::(2)

c0 désigne la projection orthogonale de c sur 
.

D�après ce qui précède, le problème (2) est trivial : Il su¢ t de se déplacer à partir du

centre de E2 dans la direction (�c0) d�une distance égale au rayon de E2.

Finalement, tout revient à remplacer P par un sphère (ou une ellipsoide ) E de centre

�a ( �a 2 P : �ai > 0; i = 1; :::; n ) et minimiser ctx sur E au lieu de P . La question est

donc de savoir quelle sera la qualité de la solution obtenue comparée à la solution réelle

du problème.

Pour donner une réponse à la question, on construit un deuxième ellipsoide E 0 conte-

nant P de même centre que E et de rayon égal à � fois le rayon de E (E � P � E 0), �

étant un réel strictement plus grand que 1.

Notons par fE = f(�a), fP = f(xP ) et fE0 = f(xE0) les minima de f(x) = ctx sur E,

P , E 0 respectivement.
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On a alors le résultat suivant :

Lemme 2

0 � f
E
0�fP

f(�a)�fP � 1�
1
�
:

En partant donc de �a; on arrive à un point a1 minimisant f sur E (f(a1) = fP ) et

fP est approchée par un facteur de (1 � 1
�
). On recommence l�opération en choisissant

a1 comme centre d�un sphère E1contenu dans P et d�un sphère E 01 = �1E1 contenant P .

Ainsi :

0 � fE � fP � (1�
1

�1
)(1� 1

�
)[f(�a)� fP ]:

On peut encore réitérer avec un point a2 centre d�un ellipsoide E2 et ainsi de suite....Le

but étant de borner fE � fP par une valeur de plus en plus petite jusqu�à atteindre une

précision voulue. Bien entendu, la vitesse de convergence dépend de �i : Plus ce dernier

est petit plus la convergence est rapide.

3.4 Programme linéaire traité par Karmarkar

La méthode de Karmarkar est destinée à résoudre les problèmes de la forme :

8>>><>>>:
min ctx = z� = 0

Ax = 0

x 2 Sn = fx 2 Rn=etnx = 1; x > 0g

::::::::::::::::::(p:l:r)

où c 2 Rn (vecteure coût ), A est une matricem�n réelle de plein rang (rgA = m < n)

et etn = (1; 1; :::; 1)
t 2 Rn.

Ayant comme solution strictement réalisable �x = en
n
, le centre du simplexe Sn:
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Remarque 5

1) Si le système des contraintes n�est pas homogène (Ax = b et b 6= 0) ou si la valeur

optimale est connue et non nulle, l�egalité etnx = 1 permet de se ramener facilement à la

forme (p.l.r). En e¤et, il su¢ t d�écrire : Ax = b sous la forme :

(Ax = betnx) =) [(A� betn)x = 0

avec ~A = A� betn

ainsi, l�opérateur précédent devient : ~Ax = 0.

De la même manière si ctx = z� multiplions le 2�eme membre de l�équation précédente

par : etnx = 1 pour obtenir :

(ctx� z�etnx = 0) =) [(ct � z�etn)x = 0]

posons :

(~ct = ct � z�etn) =) (~ctx = 0):

2) L�ignorance de la valeur optimale ne constitue pas une di¢ culté car il existe plu-

sieurs variantes qui approximent cette valeur.

3)Le problème (p.l.r) peut être vu comme suit : Trouver x > 0 tel que :

8>>>>>><>>>>>>:

ctx = 0

Ax = 0

etnx = 1

x > 0
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3.5 Transformation projective de Karmarkar

D�après les opinions de plusieurs auteurs, la transformation projective joue un grand

rôle pour comprendre les méthodes de points intérieurs.

Pour cela, Karmarkar utilise à chaque itération la transformation projective Tk :

Tk : Sn �! Sn

x 7�! y = Tk(x)

Où

Tk(x) =
D�1
k x

etnD
�1
k x

et x = T�1k (y) avec T�1k (y) =
Dky

etnDky
:

Dans ce qui suit, on présente l�algorithme de Karmarkar pour résoudre un problème

de la forme (p.l.r) :

Part de la solution initaile �x, l�algorithme construit une suite de points intérieurs qui

converge vers une solution optimale du problème (p.l.r).

Pour ramener l�objectif (ctx) à zéro, on le projete par la projection Pk et on le minimise

localement sur une sphère inscrite dans la région réalisable du problème (p.l.r).

À chaque itération (k), l�itéré (xk > 0) est renvoyé au centre du simplexe Sn par

la transformation Tk et ainsi de suite, jusqu�à ce que le test d�optimalité (ctx � ") soit

véri�é.
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3.6 Description de l�algorithme de base

Partant de la solution initiale x0 = a ; l�algorithme construit une suite de points

intérieurs qui converge vers une solution optimale du problème en un temps polynômial.

Dans le but de ramener facilement l�objectif à zéro, on le minimise localement sur une

sphère inscrite dans la région réalisable.

Donc, à chaque itération k ; l�itéré xk > 0 est ramené au centre de Sn par la

transformation projective Tk dè�nie par :

Tk : x 2 Sn �! Tk(x) = y 2 Sn
avec :

Tk(x) =
D�1
k x

etnD
�1
k x

= y ,T�1k (y) =
Dky

etnDky
:

où Dk = diag
�
xk
	
:

La transformation Tk applique le simplexe Sn dans lui même, en même temps l�itéré

xk > 0 est envoyé au centre de Sn, le transformé du programme linéaire (PLS) est le

programme fractionnaire suivant :

8>>>>>><>>>>>>:

min ctDky
etnDky

ADky
etnDky

= 0

etny = 1;

y > 0

::::::::::::::::(3)

Les hypothèses de départ permettent d�obtenir le programme linéaire équivalent sui-

vant :

8>>>>>><>>>>>>:

min ctDky

ADky = 0

etny = 1;

y > 0

::::::::::::::::::(4)

26



qui est bien de la forme (PLS).

On a besoin du lemme suivant pour simpli�er la résolution du problème (4) ci-dessus :

Si pour un programme linéaire donné on connait une solution réalisable y0 tel que :

(y0i > 0; i = 1 : n+ 1);alors l�ellipsoide :E=
n
y 2 Rn+1 :

Pn+1
i=1

(yi�y0i )
(y0i )

2 � �2; 0 < � < 1
o

est dans l�intérieur de l�orthant positif deRn+1:

Théorème 14

La solution optimale du problème (p) est donnée explicitement par :

yk = a� �rdk

où dk = pk

kpkket p
k = pBk(Dkc); Bk =

�
AK
etn

�
3.6.1 Algorithme de base

Début algorithme

Initialisation : " > 0 est une précision donnée, x0 = a = 1
n
en; k = 0

Pas 1 :

Tant que : ctxk > " faire :

- construire Dk = diag
�
xk
	
;Ak = ADk , Bk =

�
Ak
etn

�
- calculer pk = (I - Btk(BkB

t
k)
�1Bk)Dkc; d

k = pk

kpkk

- calculer yk = a -�rdk, r = 1p
n(n�1)

; 0 < � < 1

Pas 2 :

- prendre xk+1 = T�1k (y
k) = Dky

k

etnDKy
k ; k = k + 1 et retourner au pas 1.

Fin Tant que

Fin algorithme.

Remarque 6

Le calcul de la projection Pk constitue l�opération la plus coûteuse dans l�algorithme.

L�e¢ cacité pratique de l�algorithme dépend, en grande partie, de la manière du calcul de

Pk. De même la vitesse de convergence de l�algorithme dépend du pas de déplacement.
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3.6.2 Dérivation et analyse de l�algorithme

Le but de ce paragraphe est de montrer en quelque sorte comment est obtenu l�algo-

rithme précédent.

On a vu que la transformation Tk applique le simplexe Sn dans lui même, en même

temps l�itéré xk > 0 (dont les composantes forment la matrice diagonale Dk) est envoyé

au centre de Sn. Cependant le transformé du programme linéaire (p.l.r) est le programme

suivant : 8>>><>>>:
min ctDky

etnDky

ADky
etnDky

= 0

etny = 1; y > 0

:::::::::::::(p.n.l)

Mais on a pour tout y 2 Sn :

etnDky =
nX
i=1

xki yi > minfxki ; i = 1; :::; ng > 0:

Les égalités

ctDky

etnDky
= 0 et

ADky

etnDky
= 0

sont donc satisfaites si et seulement si :

ctDky = 0 et ADky = 0

(p.n.l) est alors équivalent au programme linéaire :

8>>><>>>:
min ctDky

ADky = 0

etny = 1; y > 0

:::::::::::::::(p:l)

qui est de la forme (p.l.r) et véri�e les conditions de Karmarkar.
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Une remarque fondamentale :

Si on ajoute au problème (p.l) la contrainte fy 2 Rn : k�a�yk � �rg où 0 < � < 1 et

r = 1p
n(n�1)

i,e la sphère B(�a; �r) de centre�a et de rayon �r, la contrainte de positivité

(y > 0) devient redondante.
Ce résultat est une conséquence du lemme général suivant :

Lemme 3

Si pour un programme linéaire donné, on connait une solution réalisable y telle que

(yi > 0; i = 1; :::; n) alors l�ellipsoide :

E = fx 2 Rn :
Pn

i=1
(xi�yi)2

y2i
� �2; 0 < � < 1g est à l�intérieur de l�orthant positif de Rn.

Pour retrouver le résultat précédent il su¢ t de prendre y =�a et � = �r.

Finalement le problème (p.l) devient :

8>>>>>><>>>>>>:

min ctDky

ADky = 0

etny = 1

ky ��ak � �r

::::::::::::(paux)

On vient de remplacer l�orthant positif par la sphère B(�a; �r) qui est beaucoup plus

simple à manier.

Le point yk (du pas 3 de l�algorithme ) est une solution optimale de (paux).

Posons x = y ��a, alors Bkx = 0 où Bk est la matrice des contraintes de (paux)

dé�nie au pas 0 de l�algorithme. (paux) est alors équivalent (à une translation près ) au

problème suivant :

8>>><>>>:
min ctDkx

Bkx = 0

kxk2 =
Pn

i=1 x
2
i � (�r)2

::::::::::::::::::::(p�)

29



Or x� est une solution optimale de (p�) si et seulement si 9� 2 Rm+1 et un scalaire

� > 0 tel que : Dkc+B
t
k�+ �x

� = 0::::::::::(i):

En multipliant les deux membres de (i) par Bk, on trouve :

BkDkc+BkB
t
k�+ �Bkx

� = BkDkc+BkB
t
k� = 0

(puisque Bkx = 0)=) � = �(BkBtk)�1(BkDkc) d�où en substituant dans (i)

x� = (� 1
�
)[I �Btk(BkBtk)�1Bk]Dkc = (� 1

�
)Pk mais x� véri�e :

kx�k = 1
�
kPkk = �r =) 1

�
= �r

kPkk =) x� = ��r Pk
kPkk = ��rdk soit �nalement :

yk = y� =�a+ x� = �a� �rdk:

3.7 Convergence de l�algorithme

La fonction objective du problème transformé se réduit d�unmontant de
�
1� �

n�1
�
conformément

au théorème suivant :

.le point yk vèri�e : c
tDky

k

ctDKa
� 1� �

n�1 :

Pour établir la convergence de cet algorithme, Karmarkar introduit à l�objectif la

fonction potentiel :

f(x) =
Pn

i=1 ln(
ctx
xi
) dé�nie surfx 2 Rn : x > 0; Ax = 0; etnx = 1g :

Le lemme suivant montre que la réduction de f(x) conduit directement à celle de ctx.

Soit xk le kieme itéré de l�algorithme, alors :
ctxk

ctx0
�
�
exp

�
f
�
xk
�
� f (x0)

�� 1
n :

Donc, si la suite(f(xk))tend vers -1 alors la suite(ctxk)tend vers zéro.

Dans le théorème suivant, Karmarkar montre que la convergence de son algorithme

est réalisée en O(nq + n ln n) itérations pour 0 <� � 1
4
.

si. 0 <� � 1
4
;alors en partant de x0 = 1

n
en; l�algorithme trouve après O(nq + n ln n)
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itérations un point réalisable x tel que :

1/ ctx = 0

ou

2/ c
tx
ctx0

� " = 2�q où q est une précision �xée.

3.8 Généralisation de l�algorithme de Karmarkar

Soit le programme linéaire sous la forme standard :

8>>><>>>:
min ctx = z�

Ax = b

x > 0

:::::::::::::(p)

A est une matrice de type (m,n), c 2 Rn est le vecteur coût et b 2 Rm .

On dé�nit le simplexe Sn+1 de dimension n contenu dans Rn+1 par :

Sn+1 =
�
x 2 Rn+1 : x � 0; etn+1x = 1

	
On suppose que :

(H1) La matrice A est de plein rang ( rgA = m � n ).

(H2) On dispose d�un point x0 strictement réalisable (Ax0 = b, x0 > 0).

(H3) La valeur optimale z� de l�objectif est connue au départ.

L�hypothèse 1 est classique. L�hypothèse 2 n�est pas du tout réstrictive, car on peut

toujours obtenir une solution strictement réalisable ou prouver que le problème n�est pas

réalisable moyenant une méthode simple de variable arti�cielle . Pour l�hypothèse 3, Si la

valeur optimale est non nulle l�égalité etn+1x = 1 permet de se ramener à un objectif nul.

En e¤et, soit x� une solution optimale du problème et z� la valeur optimale de l�objectif.

Alors :

ctx� = z� = z� etn+1x
� =) ( c - z� en+1)tx� = �ctx = 0.

Si z� n�est pas connue, il existe des techniques d�approximation �ables permettant de

remplacer z� par des bornes inférieures ou supérieures convenables.
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Pour le système de contraintes : Ax = b ; b 6= 0 ; on se ramène facilement à un système

homogène, il su¢ t d�écrire :

Ax = betn+1x =) (A - betn+1)x = 0.

La transformation projective notée Tk est une fonction

Tk :Rn+ )Sn+1 dé�nie par : Tk(x) = y

avec :

8>>><>>>:
yi =

xi
xk
i

1+
nP
i=1

xi
xk
i

avec i = 1; :::; n

yn+1 = 1�
nP
i=1

yi

:::::::::::::::(1�)

on a :

yi = xi
xki
yn+1; i = 1; :::; n

ou encore y[n] = (D�1k x)yn+1 où y[n] désigne les n premières composantes de y et on

a : x = T�1k (y) =Dky[n]
yn+1

; Dk = daig(x
k):

On applique la transformation Tk au programme (1�), on obtient :8>>>>>><>>>>>>:

min c
tDky[n]
yn+1

ADky[n]
yn+1

= 0Pn+1
i=1 yi = 1

y [n] > 0; yn+1 > 0

:::::::::::::::(2�)

ou coure : 8>>>>>><>>>>>>:

min ĉty

Ây = 0

etn+1y = 1

y � 0

:::::::::::::::::::::::(3�)

Où

8<: ĉi = cix
k
i ; i = 1; :::; n

ĉn+1 = �z�
; y =

�
y [n]

yn+1

�
etÂ = [ADk � b] :
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Notons que toute solution réalisable de (1�) est transformée par Tk en une solution

réalisable de (3�) et réciproquement, toute solution réalisable y de (3�) avec yn+1 > 0 est

transformée par T�1k en une solution réalisable x de (1�).

3.9 Extension de la méthode de Karmarkar

Considérons le problème d�optimisation non linéaire suivant :

8>>><>>>:
min f(x)

Ax = b

x > 0

:::::::::::::::(1)

où f :Rn ! R, est une fonction non linéaire, convexe et di¤érentiable, A une matrice

de type (m,n), avec les hypothèses suivantes :

(H1) La matrice A est de plein rang ( rgA = m� n) :

(H2) On dispose d�un point x0 strictement réalisable (Ax0 = b ; x0 > 0).

(H3) La valeur optimale z� de l�objectif est connue au départ.

3.9.1 Formulation du problème

On commence par ramener le problème à la forme simpli�ée suivante :

8>>><>>>:
min g(y) = 0

By = 0

y 2 Sn+1

::::::::::::::(2)

où g : Rn+1 ! R, est une fonction non linéaire, convexe et diféfrentiable.

Sn+1 =
�
y 2 Rn+1 : etn+1y = 1; y � 0

	
est le simplexe de dimension n et de centre a tel

que : ai = 1
1+n
;8i 2 f1; :::; n+ 1g :en+1 2 Rn+1 où ei = 1 ; 8i 2 f1; :::; n+ 1g :

En e¤et, en appliquant la transformation projective Tk dé�nie par :

Tk :Rn ! Sn+1 tel que : Tk(x) = y
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avec

8>>><>>>:
yi =

xi
xk
i

1+
nP
i=1

xi
xk
i

avec i = 1; ::::; n

yn+1 = 1�
nP
i=1

yi

x=T�1k (y)=
Dky[n]
yn+1

oû y[n] = D�1
k x)yn+1 = (yi)

n
i=1; Dk = diag(x

k):

Le problème : 8>>><>>>:
min f(x) = z�

AX = 0

x � 0

se transforme comme suit

8>>>>>><>>>>>>:

min
�
f
�
T�1k (y)

�
� z�

�
= f(Dky[n]

yn+1
)� z�

ADky[n]
yn+1

= bPn+1
i=1 yi = 1

y [n] > 0; yn+1 > 0

:::::::::::::::::(3)

Pour avoir la convexité de la fonction objectif, il convient d�écrire (3) sous la forme

équivalente :

8>>><>>>:
min g(y) = yn+1

�
f
�
T�1k (y)

�
� z�

�
Aky = 0

y 2 Sn+1

::::::::::::::::::(4)

Ak = [ADk � b] ; y =
�
y[n]
yn+1

�
Notons que la valeur optimale de g est 0 et que le centre du simplexe est réalisable

pour (4).
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Notons aussi que la fonction g est convexe sur l�ensemble : Y =fy 2 Rn+1 : Aky = 0; y 2 Sn+1g

conformément au lemme suivant :

La fonction f étant convexe sur l�ensemble X =fx 2 Rn : Ax = b; x � 0g , il en est de

même pour g sur l�ensemble Y =fy 2 Rn+1;Aky = 0; y 2 Sn+1g

3.9.2 Linéarisation

En linéarisant la fonction g au voisinage du point a (centre du simplexe) et en intro-

duisant une boule de centre a considérée comme voisinage de a :

g(y) = g(a) +hOg(a); y � ai pour y 2 fy 2 Rn+1 :k y � a k� �g.
On obtient le sous problème suivant :

8>>>>>><>>>>>>:

minOg(a)ty
Aky = 0

etn+1y = 1; y � 0

k y � a k2� �2

::::::::::::(5)

On sait que pour� < 1 la contrainte y �0 est redondante et donc :

8>>>>>><>>>>>>:

minOg(a)ty
Aky = 0

etn+1y = 1

k y � a k2� �2

:::::::::::::::(6)

La solution optimale du problème (6) est donnée explicitement par : yk = a -�dk où

dk= pk

kpkk et p
k = pBk (rg(a)) , Bk =

�
Ak
etn+1

�
3.9.3 Description de l�algorithme

Partant d�une solution initiale x0 strictement réalisable, à chaque itération k, on

applique la transformation projective Tk pour envoyé le point courrant xk au centre du
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simplexe, on calcule le point yk solution optimale du problème linéarisé. En�n, on revient

à la variable initiale en appliquant T�1k et on s�arrête si le test d�optimalité est véri�é.

Il su¢ t alors de contrôler la réduction de l�objectif du problème initial pour établir

la convergence de l�algorithme correspondant que nous décrivons comme suit :

Algorithme

Début algorithme

Initialisation : " > 0 est une précision donnée, x0 est un point strictement réalisable.

Pas 1 :

Tant que : f
�
xk
�
� z� > " faire :

- construire Dk = diag
�
xk
	
;Ak = [ADk � b] , Bk =

�
Ak
etn+1

�
- calculer pk = (I - Btk(BkB

t
k)
�1Bk)5 g(a); dk = pk

kpkk

- calculer yk = a -�dk

Pas 2 :

- prendre xk+1 = T�1k (y
k) = Dky

k[n]

ykn+1
; k = k + 1 et retourner au pas 1.

Fin Tant que

Fin algorithme.

3.9.4 Etude de la convergence

Pour établir la convergence de notre algorithme, on introduit la fonction potentiel

associée au problème (1) dé�nie par :

p(x)=(n+1)ln (f(x)� z�)�
Pn

i=1 ln(xi):

Notre but est de réduire la fonction potentiel P(x) pour avoir une réduction dans la

fonction (f(x) - z* ).

on a : P
�
xk
�
�P (x0) =

�
(n+ 1) ln

�
f
�
xk
�
� z�

�
�
Pn

i=1 ln
�
xki
��
�[(n+ 1) ln (f (x0)� z�)�

Pn
i=1 ln (x

0
i )]

=(n+ 1) ln
�
f(xk)�z�
f(x0)�z�

�
�
�Pn

i=1 ln
�
xki
�
�
Pn

i=1 ln (x
0
i )
�

P(xk)�P (x0)
n+1

= ln

�
f(xk)�z�
f(x0)�z�

�
�
�Pn

i=1 ln(xki )�
Pn
i=1 ln(x0i )

n+1

�
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f(xk)�z�
f(x0)�z� = v

�
xk
�
exp

�
P(xk)�P (x0)

n+1

�
avec v

�
xk
�
= exp

�Pn
i=1 ln(xki )�

Pn
i=1 ln(x0i )

n+1

�
le lemme suivant montre qu�on une réduction dans la fonction g .

Lemme 4

On a : g(yk) < g(a) , g(yk) �
�
1� �

n+1

�
g(a)

où yk est la solution optimale du problème (6).

A chaque itération de l�algorithme, la fonction potentiel se réduit d�une valeur constante

telle que : P(xk+1)� P(xk)-�; où �= �� �2

2(1��)2

L�algorithme correspondant à cette variante est de structure simple et nous avons de

bonnes raisons pour prétendre un comportement numérique meilleur.

3.9.5 Fonction potentielle et convergence

Pour établir la convergence de l�algorithme, il faut montrer que :

ctxk+1

ctxk
< q0

où 0 < q0 < 1 et indépendant de k.

Or, il est di¢ cile de trouver directement q0.

Pour surmontrer cette di¢ cultè, Karmarkar associe à la fonction linéaire ctx la fonc-

tion potentielle logarithmique suivante :

f(x) =

nX
i=1

log[
ctx

xi
]

dé�nie sur l�ensemble de la stricte réalisabilité

F 0 = fx 2 Rn; x > 0; Ax = 0; etnx = 1g:
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Le lemme suivant montre que la minimisation (réduction) de f(x) conduit droit à

celle de ctx.

Lemme 5

Soit xk le keme itéré de l�algorithme, alors :

ctxk

ctx0
� (exp[f(xk)� f(x0)] 1n où x0 = en

n
:

Conséquence immédiate :

Si la suite f(xk) tend vers �1 alors la suite ctxk tend vers zéro autrement dit, pour

diminuer ctx, il su¢ t de diminuer su¤�samment f(x).

3.10 Calcul d�une solution initiale strictement réali-

sable

Un point strictement réalisable de (p) est une solution du problème

(SR) :

8<: trouver x

Ax = b; x > 0

9=; :
En utilisant la technique de la variable arti�cielle, le problème (SR) est équivalent au

problème (p) suivant : 8>>><>>>:
min�

Ax+ �(b� Aa) = b

x > 0; � > 0

tel que a > 0 est choisi arbitrairement dans l�orthant positif et � une variable arti�cielle.
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Posons y = (x; �); (s) est équivalent au programme linéaire :8>>><>>>:
min cty = z� = 0

A0y = b

y > 0

Où c = (0; :::; 0; 1)t 2 Rn+1 , A0 = (A; b� Aa) 2 Rm�(n+1):

(s) véri�e les hypothèses de Karmarkar :

1) z� = 0:

2) y = (a; 1) solution strictement réalisable de (p).

3) la matrice A0 est de plein rang, rg(A0) = m < n+1 la résolution de (SR) se ramène

à celle de (s).

Plus précisément, Karmarkar démontre le théorème suivant :

Théorème 15 9"0 > 0 tel que : Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1) x solution strictement réalisable de (SR).

2) (s) admet une solution optimale (x; �) telle que � � "0:

La solution optimale de (SR) représente une solution réalisable de (p), ce qui règle le

problème d�initialisation posé, cette étape s�appelle la phase1 de Karmarkar.
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conclusion

Durant l�analyse de mèthode karmarkar, nous avons remarque que cet dèrnier basèe

sur la transformation de polidère à simplex pour obtenir un optimisation de ce probleme,

mais malgrè la reussite de cette mèthode, il reste le probleme de temps de convergence

de l�algorithme.
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