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Introduction

I’optimisation est une branche des mathématique, cherchant & analyser et a résoudre
analytiquement ou numeériquement les problémes qui consistent a determiner le mielleur
élement d’'un ensemble, au sens d’'une critére quantitatif donné. Ce mot vient du latin
optimun qui signifie le meilleur.

'optimisation joue un role important en recherche opérationnelle (donc en économie
et microéconomie). dans les mathématique appliquées (fondamentales pour lindustrie
et lingenierie), en analyse et en analyse numérique, en satistique pour lestimation du
maximun de vraisemblance d'une distribution, pour la recherche de stratégies dans le
cadre de la theorie des jeux, ou encore en théorie du controle et de la commande.

Aujourd’hui, tous les systemes susceptibless détre décrits par un modéle mathéma-
tique sont optimisés. la qualite des résultats et de predictions dépend de la pertinence du
modele, de lefficacité de I'algorithme et des moyens pour le traitement numeérique.

En 1984 Narendra karmarkar se basée sur les méthodes de points intérieurs et de-
couvre un algorithme en temps polynomial. son travail donne un veritable élan a la
recherche d’algorithme pour la programmation lineaire. c’est alors qu’est nee toute une
famille d’algorithmes dits de points intérieurs. ce type d’algorithmes permet de résoudre
des problémes d’optimisation linéaire et non-linéaire. contrairement a la meéthode du sim-
plexee qui procéde de sommets (points extrémes, voir chapitres précédents) en sommets
d’un polyeédre, les méthodes de points intérieurs sintéressent a linterier des domaines réa-
lisables. en partant d’une région (suffisamment grande) contenant lensemble des solution.
il sagit de rétrécir ce domaine pour cibler ia solution. Ainsi, pas aprés pas, le domaine

realisable se restreint jusqu & se réduire a un voisinage arbitrairement petit de la solution.



Dans ce mémoire, on s’intéresse a la résolution d’un programme linéaire en utilisant
la méthode de Karmarkar. est divisé en trois chapitres :

Dans le premier, nous rappelons des notions de base de ’analyse convexe ainsi que
I’optimisation sans contraints et avec contraints.

Le deuxieme chapitre est consacré & la programmation lineaire.

Dans le dernier chapitre, étude la méthode de karmarkar.



Chapitre 1

optimisation linéaire sans contraints

et avec contraints

1.1 Introduction

Dans Ce chapitre nous avons etudié les déferents composons de mathématique et
présenteé les bagages nécessaires pour le traitement des problémes considérés dans notre

mémoire. Il s’agit de résultats fondamentaux d’analyse convexe et d’optimisation.

1.2 Notion de base

1.2.1 Element d’analyse convexe

Dans cette partie, nous allons rappeler les plus importants résultats d’analyse convexe

nécessaire pour le développement de ce travail.



Définition 1
une partie C de R™ est dite convexe si :

Ve,y e RV VA€ [0,1,(1=Ny+ Az € C

Si C' est un convexe compact non vide de R™ alors C' admet au moin un point extrémal

ce résultat puissant est di a Minkowsky.

Définition 2

une fonction f : R” — R est dite convexe si :

=Ny +Az] < (1 =N f(y)+ Mf(x),Vz,y € R" VX € [0, 1]

f est dite strictement convexe sur R" si :

fI=Ny+Az] < (1 =N f(y)+ \f(z),Vr,y € R", 2 # 3,V €]0,1]

f est dite concave sur R" si — f est convexe sur R™.un polydére convexe borné est appelé
polytope convexe.
Définition 3

une ensemble convexe de la forme :
P={z e R": Az =b,z > 0} /A € R™" b R™

est dite polydére convexe.

un polydére convexe borné est appelé polytope convexe.



1.2.2 Rappels d’optimisation

Un probléme d’optimisation (p) s’écrit sous la forme suivante :

zeC

La fonction f : R® — R est appelée "fonction objectif", ’ensemble @ # C' C R" est

appelé "I’ensemble des solutions réalisables".

On appelle solution optimale globale de (P), tout point Z € C satisfaisant f(z) < f(z)
Vo e C.

On dit quun point & € C est "solution optimale locale " de (P), s’il existe un voisinage

V de 7 telle que f(z) < f(z), Vx e CNV.

1.3 Optimisation sans contraintes

Le probleme d’optimisation sans contraintes s’écrit sous la forme suivante :

min f(x)

r € R"

ou f est une fonction deR" versR U {+o0}.

1.3.1 Reésultats d’existence et d’unicité

Définition 4

On dit que f : C — R est coercive si | ||lim f(x) = +o0.
T||—+00



Théoréme 1 (existence)
soit E=R"et f : E — R une application telle que :
1) f est continue.
2) f coercive.

alors il existe T telle que : f(z) < f(x) Vo € R™.
Remarque 1

le theoreme est faux si E est de dimension infinie.
Théoréme 2 (unicité)

soit f : R" — R U {+o0} strictement convexe, alors il existe au plus un z € R";

telle que :
f(z) < f(x) Vo € R™.

Remarque 2

Ce théoréeme ne donne pas 'existence. Par exemple dans le cas n = 1 la fonction f
definie par f(x) =e® n’atteint pas son minimum, car inf gf = Oet f(x)# 0Vz € R, et

pourtant f est strictement convexe.

Théoréme 3 (exisetence et unicité)

soit f: R" — R, on suppose que :
1) f continue.

2) f coercive.

3) f strictement convexe.

alors il existe un unique = € R" telle que : f(Z)=infg~ f.

Remarque 3

ce theéoreme reste vrai si E est un espace de Hilbert.
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1.3.2 Conditions d’optimalité

A) Conditions nécessaires du premier ordre :

Les conditions que nous allons donner sont des conditions différentielles qui dépendent

de la dérivée de la fonction & minimiser.

Théoréme 4 (condition nécessaire d’optimalité du premier ordre )
Soit C une partie de R" et f : C — R une fonction différentiable sur C', si x* réalise

un minimum (global ou local ) de f sur C alors V f(z*) = 0.

Définition 5

Un point z* de C' vérifiant V f(2*) = 0 est appelé "point critique" ou "point sta-

tionnaire".

Théoréme 5

soit f:C — R fonction différentiable et convexe sur C', un point x*réalise

un minimum global de f sur C si et seulement si V f(x*) = 0.

B) Conditions du second ordre :

Théoréme 6 (Condition nécessaire du second ordre )

On suppose que x*est un minimum (local) de f et que f est deuz fois différentiables sur
C, alors :

a) Vf(z*)=0.

bVr € C (V2f(x")z,z) > 0.



Théoréme 7 (Condition nécessaire du seconde ordre)
Soit f deux fois dérivable sur C vérifiant V f(x*) =0 et Ja > 0, tel que :
Vo € C (V2 f(z*)z,z) > allz|?.....(x)

alors la fonction f admet un minimum "local strict” en x*.

1.4 Optimisation avec contraintes

La forme de optimisation avec contraintes est :

min f(z)

zeC

ou C est ’ensemble des contraintes.

1.4.1 Reésultats d’existence et d’unicité

Théoréme 8

Supposons que [ est continue, que C' est un sous-ensemble fermé non vide deR" et que
l'une des conditions suivantes est réalisée :

a) soit C est borné

b) soit f est coercive.

Alors le probléme (P) admet au moins une solution.

Théoréme 9
Sous les hypothéses du théoréme 5, si f est strictement conveze et si C' est convexe, alors

le probléme (P) admet une solution unique.

10



1.4.2 Condition d’optimalité

Tout comme dans le cas sans contraintes, nous allons établir des conditions d’opti-

malité du premier et du second ordre permettant de calculer les éventuels minima de f.

Conditions d’optimalité du premier ordre :

La condition nécessaire suivante est I’analogue de celle que nous avons dans le cas

sans contraintes. Elle fait bien sir intervenir I’ensemble des contraintes.

Théoréme 10 (Condition nécessaire du premier ordre)
St f est une fonction différentiable et si C' est un convexe fermé, alors toute solution x*

de (P) vérifie la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre

VeeC, (Vf(x"),xr —x%) > 0.......... ().

Théoréme 11  (CNS du premier ordre dans le cas convexe)
Supposons f convezxe différentiable et C' convezre fermé de R™, soit x* un élément de C.
La condition () est nécessaire pour que x* soit solution de (P). Elle caractérise donc les

minima de f sur C.

On suppose maintenant que C' est défini comme suit :
C={zeR":¢(x)<0,i=1,..,p; hj(x)=0, j=1,..,q }.
Les contraintes g;(z) < 0 sont appelées "contraintes d’inégalités" et les contraintes

h;(z) = 0 "contraintes d’égalités". L’obtention de conditions nécessaires d’optimalité

11



nécessite que certaines conditions appelées conditions de qualification des contraintes
soient vérifiées.

Ici nous nous limiterons aux trois conditions de qualification suivantes :

¢) (CQ1) C est un polyedre convexe :

c’est le cas lorsque les fonctions g; et h; sont affines.

¢) (CQ2) condition de Slater :
la condition de qualification des contraintes de Slater est comme suit :
1- les fonctions g; sont convexes et les fonctions h; sont affines.

2- il existe x tel que g;(%) < 0 et h;(2Z) = 0 pour tout 4, j.

4) (CQ3) condition de Mangasarian-Fromowitz :

la condition de qualification des contraintes de Mangasarian-Fromowitz en un point
x* € C est comme suit :

1) les g vecteurs Vh;(z*) sont linéairement indépendants.

2) il existe d tel que (Vh;(z*),d) = 0 pour tout j et (Vg;(z*),d) < 0 pour tout i.
On associe au probléme d’optimisation suivant :
min f(x)

gi(x) <0,i=1,..,p
hij(z)=0,7=1,..,q

la fonction L : R™ x [0, co[PxR? — R définie par
P q
i=1 j=1

est appelée le Lagrangien .
Le théoreme suivant de Karush-Kuhn-Tucker-Lagrange donne une condition néces-

saire d’optimalité :

12



Théoréme 12

Supposons que les fonctions f, g;, h; sont C' dans un voisinage de z* € C' et que les
contraintes vérifient une condition de qualification. Si f a un minimum local en z* sur C

alors il existe A € RP et € RY tels que :
Vo L(x*, A, 1) =0, VaL(z", A\, 1) <0,V,L(x", A\, pu) =0, >0, (A VyL(z", A\, 1)) = 0.

Les quantités A; et ; sont appelées "multiplicateurs de Karush-Kuhn-Tuker ".

Lorsque le probléme est convexe (f et g; convexes et h; affines) on a la condition

nécessaire d’optimalité.

Théoréme 13

Supposons que les fonctions f,g; sont C' dans un voisinage de x* € C, convexes et

que les fonctions h; sont affines . S7il existe A € RP et i € R? tels que
p q
i=1 j=1

Vi, j alors f a un minimum global en x* sur C.

1.5 Classification de problémes d’optimisation

un programme mathématique (PM) est un probléme d’optimisation de la forme :

13



min f(x)
gi(r) <0,i=1;..;k
hj(z)=0,7=1,..m

re(CCR"”

ou f,g;,hj sont de fonction définies deR™ dans R.
les problémes d’optimisation sont classifiiés selon les caractéristiques des fonctions
[ .gishg.
parmi les cas particulieres les plus etudiés, on note :
- la programation linéaire ( f linéaire,g;,h;j affines, C ortant positif).
- la programmation convexe ( f,g;convexes,hj affines, C convexe).

- la programmation en nombres entiers (C discret).

14



Chapitre 2

Programmation linéaire

2.1 Introduction

En mathématiques, les problémes de programmation linéaire (PL) sont des problémes
d’optimisation ou la fonction objectif et les contraintes sont linéaires. Aujourd’hui, ils
existent Beaucoup d’applications industrielles de la Programmation Linéaire dans les

domaines pétrolier, agro-alimentaire, I'industrie lourde, le transport et la nance.

2.2 Formes générales d’un programme linéaire

2.2.1 Forme canonique
la forme canonique s’écrit :

. n
ming, ) [F(:Ul, s Tp) = QBT+ e Ty = D5 G
n .
Zj:l Q35 5 Z bi,VZ = ]_, -

2§ >0,Vji=1,...n

15



et ’écriture matricielle est de la forme canonique est :

min clz
Ax > b

z =0

2.2.2 Forme standard

la forme standard s’ecrit :

. n
Ming,, 2, |F@1,...,0,) =z + ..+ ey = Zj:1

n .
Z aij:cj:bi,W:l,...,m

J=1

Cjlj

xj>0,Vi=1,...n
et I’écriture matriciélle est de la forme standard est :

min ¢tz
Az =0

x>0

Proposition 1 Tout PL sous forme standard s’ecrit de fagon equivalente en un PL sous

forme canonique et inversement.

2.3 Equivalence de deux programmes mathématiques

Deux programmes mathématiques (en particulier deux programmes linéaires) sont
dits "équivalents" si & toute solution réalisable de I'un on sait faire correspondre une
solution réalisable de 'autre, de telle sorte que les fonctions objectives soient égales pour

cette paire de solution.

16



2.4 dualité

2.4.1 La dualité en programmation linéaire

A chaque programme linéaire est associé un autre programme linéaire appelé dual.

Définition 6

Soit le programme linéaire écrit sous forme standard :

min ¢tz
Ax =

x>0

c,v € R", A e M,,(R),beR™

On appellé dual du (primal) le programme linéaire :

max by
Aly < c
y € R™

1) Le dual du dual est le primal.

2) A partir de la relation primale-duale définie pour la forme standard, il est possible
de retrouver le programme dual de tous les programmes linéaires non formulés sous cette
forme.

3) les variables du dual sont en bijection avec les contraintes du primal.

4) les contraintes du dua lsont en bijection avec les variables du primal.

17



Soit le probléme linéaire suivant, considéré comme étant le primal.

(
min(z; + x2)

J]l—IL‘QZO
T1+xo+a3=1

| 7i>0,i=1,23

Le dual de ce programme s’écrira :

(

max s
hr+y2 <1
—y1+y2 <1
Y2 <0
| ve R?
Exemple 1 soit le programme suivant :
min 'z
Ax > b
z >0
la dual de ce programme est :
max by
Aty < c
y=20

Proposition 2 (dualité faible )

Si x est primal réalisable et y est dual réalisable alors by < c'x.

18



Proposition 3 (dualité forte )
Si x est optimal pour le programme primal, alors le programme dual a une solution optimal

y telle que b'y = c'x.

Proposition 4 Soit x primal réalisable et y dual réalisable avec s = ¢ — Aly, alors on
a:

clr — by = s'x.

Remarque 4
Si lobjectif d’un probléme (dual ou primal ) n’est pas borné, l’autre probléme n’admet

pas de solution réalisable.

2.4.2 Application de la dualité

terminons ce paragraphe en signalant I'importance de la dualité aussi bien sur le plan
pratique que theéorique.

en effet, en plus de 'éclairage qu’elle apporte sur certains points d’ordre théorique
permettant de mieux caracteriser les proprietés du probléme donne, les résultats préce-
dents montrent qu’en résolvant un programme linéaire primal, on résout en méme temps

son dual.

19



Chapitre 3

Meéthode de karemarkare

3.1 Introduction

En 1984, Karmarkar a proposé un algorithme prometteur pour la programmation

linéaire, il posséde des propriétés théoriques attractives et un bon comportement numé-
rique.

L’algorithme est congu pour résoudre un programme linéaire de la forme :

min clz = 2*
Al‘ = 0 ............... (p)

r €S,

3.2 Préliminaires

Minimisation d’une fonction linéaire sur un ellipsoide :

Considérons le probléme suivant :

ou z,c € R" et F un ellipsoide défini par son centre a, par r et la matrice symétrique

20



définie positive A.

Algébriquement :

E={zeR": (z—a)Alx —a) <}

Lemme 1

La solution du probléme (O) est donnée par :

Cas particulier du lemme 1 :

Si lellipsoide E est réduit a une sphere (A = I) alors la solution de (O) est :

* 2 Cc

rr=a— 7T
[lell

Autrement dit, il suffit de se déplacer a partir du centre a dans la direction op-

posée du vecteur coiut (i.e —c ) d’une distance égale au rayon ( r ) de la sphere.

3.3 L’idée générale de ’algorithme

Soit A un élément de R™*", b € R™ et ¢ € R" et posons par définition

Q = {zeR": Az =10}

P = {zeR": Az =b,2 >0} =QNR}

21



Considérons alors le programme linéaire général :

Si I'on remplace R’} par une sphere (ou un ellipsoide ) £y, C R’ on obtient le pro-

bléme :

Or, I'intersection d’une sphére et d’un espace affine est une sphére de dimension plus
petite dans cet espace affine, donc (2N E; = Ey).

Le probléeme devient :

¢ désigne la projection orthogonale de ¢ sur Q.

D’aprés ce qui précede, le probléme (2) est trivial : Il suffit de se déplacer a partir du
centre de s dans la direction (—¢’) d’une distance égale au rayon de FEs.

Finalement, tout revient a remplacer P par un sphére (ou une ellipsoide ) E de centre
a(aeP:a >0/i=1,..,n) et minimiser ¢z sur F au lieu de P. La question est
donc de savoir quelle sera la qualité de la solution obtenue comparée a la solution réelle
du probléme.

Pour donner une réponse a la question, on construit un deuxiéme ellipsoide E’ conte-
nant P de méme centre que F et de rayon égal a v fois le rayon de £ (F C P C E'), v
étant un réel strictement plus grand que 1.

Notons par fr = f(a), fp= f(zp) et fer = f(xp) les minima de f(z) = 'z sur F,

P, E' respectivement.

22



On a alors le résultat suivant :

Lemme 2

T I 1
0< o= =114

En partant donc de @, on arrive a un point ¢! minimisant f sur E (f(a') = fp) et

fp est approchée par un facteur de (1 — ll/) On recommence 'opération en choisissant
a' comme centre d'un sphére Fjcontenu dans P et d'un sphére E} = v1E; contenant P.

Ainsi :
1 1 .
0<fp—fp<(1—-—)1--)f(a)— frl
V1 14
On peut encore réitérer avec un point a? centre d'un ellipsoide F, et ainsi de suite....Le
but étant de borner fz — fp par une valeur de plus en plus petite jusqu’a atteindre une

précision voulue. Bien entendu, la vitesse de convergence dépend de v; : Plus ce dernier

est petit plus la convergence est rapide.

3.4 Programme linéaire traité par Karmarkar

La méthode de Karmarkar est destinée a résoudre les problémes de la forme :

minclz = z* =0
Ax pry 0 .................. (pl'f’)

reS,={reR"/ex=112>0}

ot ¢ € R" (vecteure cott ), A est une matrice m xn réelle de plein rang (rgA = m < n)
et el =(1,1,...,1) e R™.

Ayant comme solution strictement réalisable & = =, le centre du simplexe S,,.

23



Remarque 5

1) Si le systéme des contraintes n’est pas homogene (Az = b et b # 0) ou si la valeur
optimale est connue et non nulle, 'egalité e x = 1 permet de se ramener facilement a la

forme (p.Lr). En effet, il suffit d’écrire : Az = b sous la forme :

(Az = bel,x) = [(A —bel)z =0

avec A = A — be!,

ainsi, I'opérateur précédent devient : Ax = 0.
De la méme maniére si ¢z = z* multiplions le 2°¢ membre de ’équation précédente

par : e/ x = 1 pour obtenir :

(o — 2*elx = 0) = [(c — 2*¢})x = 0]

posons :

(&= —z2%) = (¢z =0).

n

2) L’ignorance de la valeur optimale ne constitue pas une difficulté car il existe plu-
sieurs variantes qui approximent cette valeur.

3)Le probléme (p.Lr) peut étre vu comme suit : Trouver z > 0 tel que :

(

dr=0
Ax =0
elr=1
=0

\

24



3.5 Transformation projective de Karmarkar

D’apreés les opinions de plusieurs auteurs, la transformation projective joue un grand
role pour comprendre les méthodes de points intérieurs.
Pour cela, Karmarkar utilise & chaque itération la transformation projective 7} :
T : S, — S,
z+—y =Ti(z)
Ou

Dy
et Dy’

~1
Ty(z) = Dyw et x="T, "(y) avec T, '(y) =
G%Dk—laj k k

Dans ce qui suit, on présente l'algorithme de Karmarkar pour résoudre un probléme
de la forme (p.lL.r) :

Part de la solution initaile z, ’algorithme construit une suite de points intérieurs qui
converge vers une solution optimale du probléme (p.l.r).

Pour ramener I'objectif (¢x) a zéro, on le projete par la projection Py et on le minimise
localement sur une sphére inscrite dans la région réalisable du probléme (p.l.r).

A chaque itération (k), Vitéré (z* > 0) est renvoyé au centre du simplexe S, par

la transformation T} et ainsi de suite, jusqu’a ce que le test d’optimalité (c!x < €) soit

vérifié.
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3.6 Description de ’algorithme de base

Partant de la solution initiale x° = a; l’algorithme construit une suite de points
intérieurs qui converge vers une solution optimale du probléme en un temps polynomial.
Dans le but de ramener facilement 1’objectif & zéro, on le minimise localement sur une
sphere inscrite dans la région réalisable.
Donc, a chaque itération k; litéré x* > 0 est ramené au centre de S, par la
transformation projective T} définie par :
Ty :x€eS, — Tiyx) =y €S,

avec

Dy

ou D = diag{z*} .
La transformation T}, applique le simplexe S,, dans lui méme, en méme temps 'itéré
x* > 0 est envoyé au centre de S,,, le transformé du programme linéaire (PLS) est le

programme fractionnaire suivant :

( ¢! Dy

et, Dry

min
ADpy __
€%Dky

ey=1,

y=0

Les hypothéses de départ permettent d’obtenir le programme linéaire équivalent sui-

vant :

)
min ¢! Dy

ely=1,

y=0
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qui est bien de la forme (PLS).

On a besoin du lemme suivant pour simplifier la résolution du probléme (4) ci-dessus :

Si pour un programme linéaire donné on connait une solution réalisable y° tel que :
(y) > 0,i=1:n+ 1),alors I'ellipsoide :E:{y € R Z?:ll %)yﬁo) <B0<p< 1}

est dans l'intérieur de 1'orthant positif deR"*!,

Théoréme 14
La solution optimale du probléme (p) est donnée explicitement par :
F =a— ard

k

n

3.6.1 Algorithme de base

Début algorithme

0_ , _1 _
=a=:ye,,k=0

Initialisation : £ > 0 est une précision donnée, x

Pas 1:

Tant que : c¢'x* > ¢ faire :

- construire D = diag{z"} A, = AD,, , B, :[Ag’“]
p

- calculer p* = (I - BL(ByB.) ™1 By) Dy, d* = T

Pkl
- calculer y* = a -ard*, r = (1 _1),0 <a<l
Pas 2 :
- prendre x**! = Tgl(yk) = eféﬁzk ,k =k + 1 et retourner au pas 1.

Fin Tant que

Fin algorithme.

Remarque 6

Le calcul de la projection P, constitue 'opération la plus cotiteuse dans ’algorithme.
L’efficacité pratique de I'algorithme dépend, en grande partie, de la maniére du calcul de

Py. De méme la vitesse de convergence de l'algorithme dépend du pas de déplacement.
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3.6.2 Dérivation et analyse de I’algorithme

Le but de ce paragraphe est de montrer en quelque sorte comment est obtenu 1’algo-
rithme précédent.

On a vu que la transformation 7}, applique le simplexe S,, dans lui méme, en méme
temps 'itéré ¥ > 0 (dont les composantes forment la matrice diagonale D},) est envoyé
au centre de S,,. Cependant le transformé du programme linéaire (p.l.r) est le programme
suivant :

CtDky
el Dy

AD
eszzJ/ =0 e, (p.n.l)

min

ety=1,y>0

Mais on a pour tout y € .S, :

n
el Dyy = meyz > min{zf;i =1,...,n} > 0.
i=1

Les égalités

¢! Dyy 0 et ADyy

=0
et Dy et Dy

sont donc satisfaites si et seulement si :

CtDky =0 et ADky =0

(p-n.l) est alors équivalent au programme linéaire :

min ¢! Dy
ADky = O ............... (pl)
ey =1y >0

qui est de la forme (p.l.r) et vérifie les conditions de Karmarkar.
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Une remarque fondamentale :

Si on ajoute au probléme (p.l) la contrainte {y € R": |l[a—y|| < arfoul<a <1 et

1 . R ° o . YA
r= i,e la sphére B(a, ar) de centre a et de rayon ar, la contrainte de positivité
\/m Y ( ) Y p

(y = 0) devient redondante.

Ce résultat est une conséquence du lemme général suivant :

Lemme 3

Si pour un programme linéaire donné, on connait une solution réalisable y telle que
(y; > 0,1 =1,...,n) alors lellipsoide :
E={zeR":Y ", @’;—2‘”’)2 < 2,0 < 3 < 1} est & l'intérieur de orthant positif de R™.

Pour retrouver le résultat précédent il suffit de prendre y = a et § = ar.

Finalement le probléme (p.l) devient :

.
min ¢! Dy

eny =1

| lly—all < ar

On vient de remplacer 'orthant positif par la spheére B(a, ar) qui est beaucoup plus

simple & manier.

Le point * (du pas 3 de l’algorithme ) est une solution optimale de (paux).
Posons z = y — a, alors Byr = 0 o By est la matrice des contraintes de (paux)
définie au pas 0 de 'algorithme. (paux) est alors équivalent (& une translation prés ) au

probléme suivant :

min ¢! Dyx
Brxr =0 (p*)

(| = 325 77 < (ar)®
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Or z* est une solution optimale de (p*) si et seulement si I\ € R™™! et un scalaire
p =0 tel que : Dye+ B\ + px* = 0.......... (7).
En multipliant les deux membres de (i) par By, on trouve :
By Dyc + By BiX + uBpax* = ByDyc+ BpBiA =0
(puisque Byz = 0)= X\ = —(ByBL) (B, D;c) d’ou en substituant dans (7)
r* = (—}%)[I — BL(ByB.) ' B]Dyc = <_;%)Pk mais z* vérifie :

|z*|| = l||Pk|| —ar= 1= — ¥ = _qp Lt = —ard, soit finalement :
1% I Il | Pl

yk:y*:&—l—x*: a — ardy,.

3.7 Convergence de ’algorithme

La fonction objective du probléme transformé se réduit d’un montant de (1 — ﬁ) conformément

au théoréme suivant :

. k oose . ctDyyk L«
e point y* verifie : dhea < 1— 35

Pour établir la convergence de cet algorithme, Karmarkar introduit a l'objectif la
fonction potentiel :

f(x) =>1, ln(%’:) définie sur{z € R" : z > 0, Az = 0, el x = 1}.

Le lemme suivant montre que la réduction de f(x) conduit directement a celle de c¢'x.

Soit x* le k™€ itéré de 1’algorithme, alors :

255 < (exp [ (%) = £ )"

Donc, si la suite(f(x*))tend vers -oco alors la suite(c!x*)tend vers zéro.

Dans le théoreme suivant, Karmarkar montre que la convergence de son algorithme
est réalisée en O(nqg + n In n) itérations pour 0 <a < }l .

si. 0 <a < }L,alors en partant de x° :%en, lalgorithme trouve aprés O(nq + n In n)
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itérations un point réalisable x tel que :
1/c'x=0

ou

t N , e e ,
2/55% < e =279 ou q est une précision fixée.

3.8 Généralisation de P’algorithme de Karmarkar

Soit le programme linéaire sous la forme standard :

min clx = 2*

A est une matrice de type (m,n), ¢ € R" est le vecteur cotit et b € R™ .

On définit le simplexe S,,.; de dimension n contenu dans R"*' par :

Snit :{x eR"™ x>0, 2= 1}

On suppose que :

(H1) La matrice A est de plein rang (rgA = m < n ).

(H2) On dispose d’un point x° strictement réalisable (Ax® = b, x° > 0).

(H3) La valeur optimale z* de 1'objectif est connue au départ.

L’hypothése 1 est classique. L’hypothése 2 n’est pas du tout réstrictive, car on peut
toujours obtenir une solution strictement réalisable ou prouver que le probléme n’est pas
réalisable moyenant une méthode simple de variable artificielle . Pour 'hypothese 3, Si la
valeur optimale est non nulle I'égalité €, ;x = 1 permet de se ramener & un objectif nul.
En effet, soit x* une solution optimale du probléme et z* la valeur optimale de ’objectif.
Alors :

dx* =z =z"¢e ;x* = (c-2"e1)'x" = x=0.

Si z* n’est pas connue, il existe des techniques d’approximation fiables permettant de

remplacer z* par des bornes inférieures ou supérieures convenables.
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Pour le systéme de contraintes : Ax = b; b # 0; on se rameéne facilement a un systéme
homogene, il suffit d’écrire :

Ax =be! ;x = (A -Dbel,, | )x=0.

La transformation projective notée T}, est une fonction

Tj, (R} =S, définie par : Ty(x) =y

avec :
oy
Ik .
Yi=—=— aveci=1,..,n
+> o *
S1e5 e, 1
=t (1)
Ynt1=1—=2 i
i=1
on a:

o .
yi = :t—];ynJrl,Z = 1, N
1

ou encore y[n] = (D, 'x)y, 1 ot y[n] désigne les n premiéres composantes de y et on

a:x=T." (y) =Dl 1 — daig(z").

Yn+1
On applique la transformation T} au programme (1*), on obtient :

c! Dyy[n]

Yn+1
ADyy[n] _

pa O (2%)
Z?:ll yi=1

L y[n] 20,941 >0

min

ou coure : )
min ¢ty
Ay =0
L e (3%)
€n+1y = ]-
y=>0
Ou
G =caki=1,..,n y [n] "
, Y = etA = [ADk — b]



Notons que toute solution réalisable de (1*) est transformée par T en une solution
réalisable de (3*) et réciproquement, toute solution réalisable y de (3*) avec y,+1 > 0 est

transformée par T, ' en une solution réalisable x de (1*).

3.9 Extension de la méthode de Karmarkar

Considérons le probléeme d’optimisation non linéaire suivant :

ou f :R™ — R, est une fonction non linéaire, convexe et différentiable, A une matrice
de type (m,n), avec les hypothéses suivantes :

(H1) La matrice A est de plein rang ( rgA = m< n) :

(H2) On dispose d’un point x° strictement réalisable (Ax® = b; x° > 0).

(H3) La valeur optimale z* de I'objectif est connue au départ.

3.9.1 Formulation du probléme

On commence par ramener le probléme a la forme simplifiée suivante :

min g(y) = 0
By=0 e, (2)

yE Sn+1

ol g : R""1 — R, est une fonction non linéaire, convexe et diféfrentiable.
Sni1 :{y eR"™ el y=1y> O} est le simplexe de dimension n et de centre a tel
que : a; :HL”,W e{l,..,n+1}.e,1 €R"™otie,=1;Vie{l,...n+1}.

En effet, en appliquant la transformation projective T} définie par :

Ty R, — Sy tel que : Ty (x) =y
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avec

8 ‘z.z
o

aveci=1,....,n

8

Yi =
1+

‘M:
Sl

<
Il

1Ty

Yny1 = 1 — Zlyz-

= Délx)ynﬂ = (Yi)i1, Di = diag(a:k).

x=Ty ! (v)=222 ot y[n] =
Le probléeme :
min f(x) = 2
AX =0

x>0

*

se transforme comme suit

(
min [f (T () = =] = f540) — =
ADiyln] _
p T s (3)
2721 yi =1

Yy [n] > ann-f—l >0

Pour avoir la convexité de la fonction objectif, il convient d’écrire (3) sous la forme

équivalente :
min g(y) = Yo [f (T '(y)) — 27]

Aky = O
Y € Snp1

_ _ — [yl
Ak = [ADk b] , Y = [ynJrJ
Notons que la valeur optimale de g est 0 et que le centre du simplexe est réalisable

pour (4).
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Notons aussi que la fonction g est convexe sur 'ensemble : Y ={y € R"" : Ay =0,y € S,41}
conformément au lemme suivant :
La fonction f étant convexe sur 'ensemble X ={z € R" : Ax = b,x > 0} , il en est de

méme pour g sur ensemble Y ={y € R"™: Aky =0,y € Sp1}

3.9.2 Linéarisation

En linéarisant la fonction g au voisinage du point a (centre du simplexe) et en intro-
duisant une boule de centre a considérée comme voisinage de a :
g(y) = g(a) +(Vg(a).y —a) poury € {y e R"* o] y —a |[< a}.

On obtient le sous probléme suivant :

min Vg(a)y
Aky =0

On sait que poura: < 1 la contrainte y >0 est redondante et donc :

/

min Vg(a)'y
Ay =0

eZHy =1

L ly—al?<e?

k

La solution optimale du probléme (6) est donnée explicitement par : y* = a -ad* ou

k
d*=br; et p* = pp, (1g(a)) , By =[]

3.9.3 Description de ’algorithme

Partant d’une solution initiale x° strictement réalisable, & chaque itération k, on

applique la transformation projective T}, pour envoyé le point courrant x* au centre du
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simplexe, on calcule le point y* solution optimale du probléme linéarisé. Enfin, on revient
a la variable initiale en appliquant T,;l et on s’arréte si le test d’optimalité est vérifié.
I1 suffit alors de controler la réduction de 'objectif du probléme initial pour établir

la convergence de I’algorithme correspondant que nous décrivons comme suit :

Algorithme

Début algorithme
Initialisation : € > 0 est une précision donnée, x" est un point strictement réalisable.
Pas 1:
Tant que : f (2%) — z* > ¢ faire :
- construire Dy, = diag{:ck’} A =[ADy, — 0], By :[624’c }
n+1
- calculer p* = (I - BL(ByB!) ' By) v g(a), d*

Ed

p
lIpkll

- calculer y* = a -ad¥

Pas 2 :

- prendre x*+1 = T, ! (y*) = %k[”], k =k + 1 et retourner au pas 1.
n+1

Fin Tant que

Fin algorithme.

3.9.4 Etude de la convergence

Pour établir la convergence de notre algorithme, on introduit la fonction potentiel

associée au probléme (1) définie par :

p()=(n+1)In (f(z) — ) — S0, In(a).
Notre but est de réduire la fonction potentiel P(x) pour avoir une réduction dans la
fonction (f(x) - z* ).
ona: P(z")—P(2°) = [(n+ 1)In (f (2*) — 2*) = >0 In(aF)]=[(n + 1) In (f (2°) — 2*) = >0, In
~n+ )t (S|~ [ (of) - S )
() -Pa) {f(xz)_:} B [ glln(gggs)_z;lln(xg)]

n+1
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flak)—z* P(x*)—P(x0)
f((aro))—z* =0 (xk) eXp ( 72+1
" In(zF)=S""  In(z?
avec v (ajk) = exp (Ei:ll ( 17>I+1 i=11 ( z))

le lemme suivant montre qu’on une réduction dans la fonction g .

Lemme 4

On a:g(yf)<g(a), g(") < (1 - :%5) g(a)

ol 1ff est la solution optimale du probléeme (6).

A chaque itération de I’algorithme, la fonction potentiel se réduit d’une valeur constante

N 2
telle que : P(x**1)< P(x%)-4, ol 6= a — Ty
L’algorithme correspondant a cette variante est de structure simple et nous avons de

bonnes raisons pour prétendre un comportement numérique meilleur.

3.9.5 Fonction potentielle et convergence

Pour établir la convergence de 'algorithme, il faut montrer que :

okt
Ctxk < qo0

ol 0 < gy <1 etindépendant de k.

Or, il est difficile de trouver directement qq.

Pour surmontrer cette difficulté, Karmarkar associe a la fonction linéaire ¢!z la fonc-

tion potentielle logarithmique suivante :

ctx
T

flz) = Zlog[

définie sur ’ensemble de la stricte réalisabilité

FO={r eR" 2 >0,Av =02 =1}
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Le lemme suivant montre que la minimisation (réduction) de f(z) conduit droit &

celle de c'z.

Lemme 5

Soit 2* le k°™¢ itéré de I’algorithme, alors :

ctak

O < (explf (@) — £ ona® =

Conséquence immédiate :

Si la suite f(2*) tend vers —oo alors la suite c'a* tend vers zéro autrement dit, pour

diminuer ¢z, il suffit de diminuer sufffisamment f(z).

3.10 Calcul d’une solution initiale strictement réali-

sable

Un point strictement réalisable de (p) est une solution du probléme

trouver x
(SR) :
Ar=b,z >0

En utilisant la technique de la variable artificielle, le probléme (SR) est équivalent au
probléme (p) suivant :
min A
Az + Ab— Aa) =b
r>0A>0

tel que a > 0 est choisi arbitrairement dans ’orthant positif et A une variable artificielle.
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Posons y = (x, A), (s) est équivalent au programme linéaire :

mincly = 2* =0
Ay=1>
y=0

Ouc=(0,..,0,1)f € R A" = (A b— Aa) € R™*(+D),

(s) vérifie les hypothéses de Karmarkar :

1) z*=0.

2) y = (a, 1) solution strictement réalisable de (p).

3) la matrice A’ est de plein rang, rg(A’) = m < n+1 la résolution de (SR) se rameéne
a celle de (s).

Plus précisément, Karmarkar démontre le théoréme suivant :

Théoréme 15 dey > 0 tel que : Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
1) x solution strictement réalisable de (SR).

2) (s) admet une solution optimale (x,\) telle que A < &.

La solution optimale de (SR) représente une solution réalisable de (p), ce qui régle le

probléme d’initialisation posé, cette étape s’appelle la phasel de Karmarkar.
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conclusion

Durant ’analyse de méthode karmarkar, nous avons remarque que cet dérnier basée
sur la transformation de polidére & simplex pour obtenir un optimisation de ce probleme,
mais malgre la reussite de cette méthode, il reste le probleme de temps de convergence

de l'algorithme.
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