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Introduction

La notion de base en statistique est celle de population : ensemble d’individus (ou
objets ou unités statistiques) pouvant étre décrits par un ensemble des variables (ou
propriétés ou caractéristiques) communes. La variabilité d’une population signifie que les
variables décrivant les individus peuvent prendre des valeurs différentes d’un individu a
I’autre. L’analyse statistique est ’étude de cette variabilité. Souvent, il est matériellement
impossible d’étudier tous les individus d’une population. Si I'on se limite & une partie de
la population, on fait un sondage, la partie étudiée s’appelle un échantillon. Afin d’assurer
la représentativité de 1’échantillon, on va voir estimation.

L’estimation statistique consiste & donner une valeur approchée & une caractéristique
d’une population, a partir d’un échantillon d’observations issues de cette population. Nous
nous intéressons dans un premier temps a 'estimation de parametres de la population
(espérance, variance, proportion...). Dans un second temps, nous chercherons a décrire
de facon encore plus fine le comportement d’une population statistique en estimant la
fonction de répartition et la densité de probabilité d’une variable aléatoire quantitative.

Ce mémoire est partagé en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on s’interresse échantillonnage, plus précisement on rappelle
I’essentiels des définitions et les résultats qui seront utiles pour la suite de notre travail.

En suite, dans le deuxiéme chapitre on donne les lois de probabilités de variable
aléatoire discrete et de variable aléatoire continue.

Enfin, dans le troixiéme chapitre nous allons donner 'estimation paramétrique, Es-
timation ponctuelle et estimateurs, propriétés d'un estimateur, méthodes des moments,

méthode du maximum de varaisemblance, estimation par intervalle de confiance.



Chapitre 1

Echantillonnage

1.1 Population et échantillon

Définition 1.1.1 On appelle population §2 de taille N, la totalité des unités de n’importe

quel genre prises en considération par le staticien. FElle peut étre finie ou infinie.

Définition 1.1.2 On appelle échantillon un sous ensemble d’une population 2. Un échan-

tillon de taille n est une liste de n individus (wy,ws,...,w,) extraits de la population mére.

Exemple 1.1.3 On considére une population constituée de 5 étudiants et on s’intéresse

au temps hebdomadaire consacré par chaque étudiant a [’étude des statistiques.

étudiant temps d’étude (h)
A 7

B 3

C 6

D 10

E 4

QO={A,B,C,D,E}, N=5

Afin de définir la population et I’échantillon, on utilise des notations différentes,

comme présente le tableau récapitulatif suivant :
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population

échantillon

Définition

C’est ’ensembles des unités

considirées par le statisticien

C’est un sous_ensemble de la

population choisie pour I’étude

Caractéristiques

Ce sont des parameétres

Ce sont des statistiques

Notations
Si on étudie un

caractére quantitatif

Si on étudie un

qualitatif

N = taille de la population
('si elle est finie)
moyenne de la population
m= Zf\il Li
écart-type de a population
N 2
Opop = \/% > i1 (@i —m)
proportion dans la population

b

n = taille de ’échantillon

moyenne de 1’échantillon
X = % D1 Ti
écart-type de ’échantillon
2
Oech = \/% Z?:l (‘IZ - ZE)

proportion dans I’échantillon
f

1.2 Echantillonnage

Définition 1.2.1 On appelle échantillonnage le prélévement d’échantillon. Le rapport t
de Uffectif n de ’échantillon sur Ueffectif N la population dans laquelle il a été prélevé,

est appellé tout échantillonnage on fraction de sondage :

t_?’L

Exemple 1.2.2 On préléve des échantillons de taille 2

2
t=-=04.
D

1.2.1 Les différents types d’échantillonnage

Définition 1.2.3 Soit X une variable aléatoire réelle. Un échantillon aléatoire d’effectif

n > 1 est un vecteur aléatoire X, = (r1,a,...,x,) 4 n composants qui sont n variables

aléatoires indépandantes suivante la méme lot que x, appellé variable aléatoire parente.

Remarque 1.2.4 Pour des raissons de commodité, nous avons supposé que les x; sont

mutuellement indépendantes, dans certains cas, l'indépendence deux o deux suffissante.
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Définition 1.2.5 Un échantillon non aléatoire est un échantillon sélectionné par une

méthode non probabiliste.

Exemple 1.2.6 Les manchots empéreurs en captivité ou d’un zoo donnerait un échan-

tillon non aléatoire.

Définition 1.2.7 Un échantillon exhaustif est un échantillon pour lequel le tirage a été

réalisé sans remise.

Exemple 1.2.8 L’échantillon des 252 << haricots >> du jardinier est un échantillon ex-

haustif, puisqu’une fois ramassé sur terrain, le << haricot >> numéroté et mis de coté.

Définition 1.2.9 Un échantillon non-exhaustif est un échantillon pour lequel le tirage a

été réalisé avec remise.

Remarque 1.2.10 Dans la pratique, la taille de [’échantillon est trés souvent petite de-
vant la taille de la population étudiées, c’est pour cela que les tirages effectués, en général

sans remise, vont étre assimilés a des tirages avec remise.

1.2.2 Théorie de I’échantillonnage

La théorie d’échantillonnage se propose d’étudier les propriétés du vecteur aléatoire a
n composantes et des caractéristiques le résumant, encore appellées statistiques, a partir
de la distribution supposée connue de la variable parente x et d’étudier en particulier ce
qui se passe lorsque la taille de ’échantillon est de plus en plus élevée. C’est généralement
ce qui préoccupe les statisticiens bien que depuis quelques années des théories concernant
les petits échantillons se développent également. Pour cela, nous renvoyons le lecteur a

des ouvrages spécialisés sur la théorie des petits échantillons qui ne sera pas abordée.

1.2.3 Meéthodes d’échantillonnage

Ensemble des méthodes permettant de réaliser un sondage (de prélever un échan-
tillon de données) au sein d’une population, de maniére a reproduire un échantillon aussi
représentatif que possible de cette population. On a deux méthodes :

Les méthodes empiriques

Les plus utilisées par les instituts de sondage. Leur précision ne peut pas étre

calculée et leur réussite dépend de ’expertise des enquéteurs.

5



Echantillonnage sur la base du jugement

Définition 1.2.11 Un échantillon formé sur la base du jugement est un échantillon formé
a partir de opinion d’une ou de plusieurs personnes suffisamment éclairées pour identifier

les unités qui représentent adéquatement la population.

Exemple 1.2.12 Une firme de mise en marché pose I’hypothése d’un centre commercial

particulier de Trois-Riviéres donne des résultats représentatifs de la population québécoise.

Echantillonnage par la méthode des quotas

Définition 1.2.13 Un échantillon prélevé librement a condition de respecter une compo-
sition donnée a 'avance (sexe, dge, CSP,... ).

Pbme : repose sur la pertinence des catégories retenues.

Les méthodes aléatoires
Echantillonnage aléatoire simple

Définition 1.2.14 L’échantillonnage aléatoire simple est une méthode pour laquelle tous
les échantillons possibles (de méme taille) ont la méme probabilité d’étre choisis et tous
les éléments de la population ont une chance égale de faire partie de [’échantillon Pour
choisir les unités, on peut utiliser la «technique du chapeau» ou une table de nombres
aléatoires.

Exemple 1.2.15 Dans une classe de 20 personnes, on désire choisir un échantillon aléa-

toire simple de 5 individus. Le nombre de combinaisons possibles est donné par :

20 20!

Par conséquent, chaque combinaison doit avoir une probabilité de 1/15504 d’étre choi-
sie et chaque personne doit avoir une probabilité de 5/20 = 1/4 de se retrouver dans

[’échantillon.

Echantillonnage aléatoire stratifié

Définition 1.2.16 L’échantillonnage stratifié est une méthode qui consiste d’abord a sub-
diviser la population en groupes homogénes (strates) pour ensuite extraire un échantillon
aléatoire de chaque strate. Cette méthode suppose la connaissance de la structure de la po-
pulation Pour estimer les parameétres, les résultats doivent étre pondérés par l'importance

relative de chaque strate dans la population.



Echantillonnage par grappe

Définition 1.2.17 L’échantillonnage par grappe est une méthode qui consiste a choisir
un échantillon aléatoire d’unités qui sont elles-mémes des sous-ensembles de la population
(«grappes» ). Cette méthode suppose que les unités de chaque grappe sont représentatives,

elle posséde 'avantage d’étre souvent plus économique.

1.3 Quelques distributions d’échantillonnage

1.3.1 La distribution d’échantillonnage de la moyenne

Supposons que dans une population infinie, on ait prélevé au hasard un premier
échantillon de n observations :

L1, L2y ey Ty
et qu’on en ait calculé la moyenne
n
1
Tr=—- i,
n <
=1

on ait prélevé un deuxiéme échantillon de méme effectif

/

P
L1y Loy e vvy T,y

la moyenne correspondante est :

et pour les d’autres moyennes d’échantillon éventuellement prélevés dans les mémes condi-
tions :

" " " " " "

Ty, Toyeo oy Ty y Ty 3Ly yeee, Ly

On peut considérer la suite infinie des premiéres observations xy, xll, :17/1/, x’lﬂ, ..., des
différents échantillons comme des valeurs observées d’'une méme variable aléatoire x;, la
suite des deuxieéme observations s, Z'IQ, :c;’, 33'2”, ..., des différents échantillons comme des
valeurs observées d’une variable aléatoire xs.

Donc les moyennes observées sont elles  méme des valeurs d’une variable aléatoire X, qui

est fonction de X1, X, ..., X,,, de telle sorte que :
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X =

SRS

n
E Li,
=1

c’est la distribution d’échantillonnage de la moyenne.
On peut facilement déterminer la moyenne m et la variance 6* de cette distribution

e La moyenne
B(X) - (%Zx) Ly e,
ou : - -
E(X) = m.
e La variance

- 1< 1 < 5
2 _ _ J—
5 )( = var (ﬁ i:EI Xz) = ﬁ i:EI var (Xl) = g

e [’écart-type

g = ——.

NLD
Exemple 1.3.1 Jet de deux dés supposés parfaitement homogénes : le résultat X, donné
par le premier dé, et le résultat Xy, donné par le deuxiéme dé, soit deux variables aléatoires
ndépendantes suxeptibles de prendre les valeurs:
r1=1,2,...,6 et x9=1,2,...,6,

la moyenne des deux résultats :

X:<X1+X2)/27

est elle-méme une variable aléatoire, qui peut prendre les valeurs:

z

1,1.5,2,2.5, .... 6,

z 1 11512 |25]3 |35]4 |45]5 |55|6

= 1 2 3 4 5 6 5 4 3 2 1
P (fL‘) 36 | 36 36 36 36 36 36 36 36 36 36

on peut vérifier que la moyenne, la variance, [’écart-type de cette distribution d’échan-

tillonnage sont bien :



i 35 35
2= =) 2="n~14
0 (12>/ 24 6

T

5z = 35 101,

24

1.3.2 La distribution d’échantillonnage de la variance
Supposons que dans une population infinie, on ait prélevé au hasard des échantillons

de n observations
la variance correspondante est :

et ces variances peuvent étre considérées comme des valeurs observées d’une variable

aléatoire :
1 — _
2 == }i:; (X; — X)?,

c’est la distribution d’échantillonnage de la variance.
En vertu des propriétés de I'espérance mathématique, et de la définition-méme de la

variance, la moyenne de cette distribution est pour tout échantillon aléatoire et simple :

n

IS (= m) — (X —m)?

E(s®) = EFZ(XZ-—X)Q} —F

n nz’:l
= li:E(X-—m)2—E(X—m)2—52—5—2
B n < ‘ B n’

ou encore :

E(s®) = (n—1)6/n.

La variance de la distribution d’échantillonnage de la variance dans le cas d’une population-



parent normale est donnée par

var (s*) = E [s* — (n — 1)52/71]2 =2(n—1)6*/n?

1.3.3 La distribution d’échantillonnage de la médiane

La médiane X d’un échantillon est une variable aléatoire, d’une fagon générale, pour

les populations parents dont la distribution est continue on a :
E ()N() "

telle que : m la médiane de la population.
Pour des effectifs suffisamment grands, la variance correspondante est donné de fagon
approchée par la relation :

Var ()?) ~1/ [4nf2 (fﬁ)] ,

f(m) : étant la valeur de la fonction de densité de population.

En particulier, pour une population normale, on en déduit :
Var <)~(> ~ 5/ (2n).

La variance de la médiane est toujours supérieure a la variance de la moyenne, sauf
dans le cas d’échantillons de deux individus (n = 2), pour lequels la moyenne et la médiane

sont confondues & la limite, quand n tend vers 'infini, on peut écrire :

Var (5(’) /Var (X) = [76%/ (2n)] / (6%/n) = 7/2.
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Chapitre 2

Lois de probabilités

2.1 Variables aléatoires discrétes

Définition 2.1.1 L’univers €0, constitué d’un nombre fini ou dénombrable d’éléments.
Q= {wl,CL)Q, vy Wiy ey Wiy, } .

Définie une variable aléatoire X consiste o associer a chaque élément w de §2 un nombre

réel x :

Q2 — R

w — X(w)==x.

La loi de probabilité discréte est définie par les couples (z;, p;) .

Avec

On défini I'espérance et la variance mathématique de X par :

E(X)=p= inpi et Var(X)=FE[X - ) =E(X?) -

11



2.1.1 Lois de probabilités de variables aléatoires discrétes
La loi de Bernoulli

La loi de Bernoulli est la loi d’une variable aléatoire discréte qui prenne deux valeurs
1 et 0, la premiére avec une probabilité p et la seconde avec une probabilité 1 — p. On

note cette loi B (p) ot le nombre réel p est le paramétre de la loi, et on écrit :

P siz=1
X~B(X) < P(X=2)=< 1—p siz=0 .
0 sinon

Avec
E(X)=p et Var(X)=(1-p)p.

La loi binomiale

La loi binomiale de parametre n (entier) et p (nombre réel dans, [0,1]) notée B (n, p)
est la somme de n variables aléatoires mutuellement indépendantes, suivant chacune une

loi de Bernoulli et on a :
Vk € [O7n} 3 P<X = k) = Ospk (1 _p)n_k>

ol n est la répétition indépendante d'une experiance de bernoulli et C* est le coefficient
binomiale donné par :

ko n!
Co = k' (n— k)

On peut vérifier que
E(X)=np et Var(X)=np(l—-0p).

La loi géométrique

La loi géométrique de parameétre p notée G (p) est la loi d’une variable aléatoire
discréte X prend la valeur x > 1 tel que (x le nombre d’essais pour obtenir un succes).
Cette loi est généralement utilisée lorsque nous nous intéressons au temps d’attente du

1" succes dans une expérience de Bernoulli et on a

Vo e [1,+oo[; P(X =x)=p(1—p)*", et on écrit X ~ G (p).

12



De plus

La loi de Poisson

La loi de poisson de parameétre A € R* notée X ~ P ()) est la loi d'une variable
aléatoire discréete X qui prend des valeurs entiéres positives. On utilise cette loi pour
représenter le nombre totale d’événement dans un phénoméne par exemple le nombre
d’individu blessé dans un accident. Et on a

T

A
VkeN, P(X =2x) :ge*& AERY,

Avec
E(X)=X et Var(X)=A\
La loi Uniforme

On dit que la variable aléatoire X suit une loi uniforme discréte sur[1,n] si :
. 1
Vee N, z<n, P(X=1)=-.
n

Et on note X ~ U ([1,n]).

De plus

_n+1 n®—1

FE(X) 5 et Var(X)= 3

2.2 Variables aléatoires continues

Définition 2.2.1 On dit que X est une variable aléatoire continue s’il existe une fonction
f de R dans R, notée f (z), telle que la fonction de répartition Fx de la variable aléatoire

X admette la représentation intégrale suivante :
Fe@= [ fw
La fonction f (x) est appelleé densité de probabilité de X .

On définit 'espérance et la variance mathématique de X par :

—+o00 —+00

E(X)—/_ tf(H)dt et var(X)—E(XQ)—E((X))2—</_

[e.9]

t2f (t) dt) —E(X)?.

[e.9]

13



2.2.1 Lois de probabilités de variables aléatoires continues
La loi uniforme

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans [a,b], ou a et b sont deux réels tels que
a < b, on dit que X suit une loi uniforme continue sur [a, ], si sa densité de probabilité

est définie par :

1
f (.ﬂU) - b —a
Sa fonction de répartition est égale & :
0 r<a
Fx (z) = 1 x>Db
ﬁ a<x<b
Avec )
b b—
E(X)= “;L et Var(X) = 12“)

La loi normale

La loi de probabilité la plus utilisée en statistique est la loi normale, encore appellé
loi de Gauss ou de Laplace-Gauss cette loi joue un role fondamental en probabilité et en
statistique mathématique.

On dit qu’ une variable aléatoire X a valeurs dans R suit une loi normale de parametre
p€Reto>0,notée N (1,0), si sa densité de probabilité F), , est telle que :

1 —(z—p)?
e 202

Ou

La loi exponentielle

Une variable aléatoire X a valeurs dans [0, +o00], suit une loi exponentielle de para-

metre A (A > 0), notée £ (\). Si sa densité de probabilité f est définie par :

f(t)=

Xe ™  pourt >0
0 pour t <0

14



sa fonction de répartition égale a :

avec

La loi gamma

La loi exponentielle est un cas particulier d’une famille de loi appelé loi gamma.

Précisement, si X suit une loi exponentielle de parameétre, AX est une variable aléa-
toire suivant la loi gamma.

On dit qu’une variable aléatoire X a valeurs dans [0, +oo[ suit une loi de gamma de
parameétres r et A (r > 0, A > 0), notée I' (r, \) si sa densité de probabilité la est donné

par :

F(t) = F’\(:) t=te=*)  pour t >0
0 pour t <0 ’

+oo
onI'(r)= /t’”_le(_”dt est la fonction gamma d’Euler, on a :

0

La loi béta

C’est la loi d’une variable aléatoire X ; 0 < X < 1, notée B (n,p) et dépendant de

deux paramétres n et p et dont la densité est

f(z)= Bnp) 2" 1 (1 —xz)P"" pour n,p> 0.
Ou
_TI'(n)T(p)
B(TL’P)—W,
telle que :
F'n)=n—1)TI'(n—-1).
Et on a:
E(X)= " et Var(X)= np .
n+p (n+p+1)(n+p)

15



La loi du Khi-deux

On considere n variables aléatoires X1, X5, ..., X,, indépendantes suivants toutes la loi

normale N (0,1). La variable aléatoire

S
=1

suit une loi du khi-deux a n degrés de liberté, notée x2 , de densité de probabilité

L2 gzs & x>0
0 si <0

En utilisant le fait que x> =T’ (%, 2) et les propriétés de la fonction gamma données ci

~dessus on montre que :
E(X)=n et Var(X)=2n.

La loi de student

Soit U et Y deux variables aléatoires indépendantes suivant respectivement une loi
N (0,1) est une loi x2, On appelle loi de Student a n degrés de liberté la loi suivie par le
rapport

A

Cette loi est notée T}, de densité de probabilité donnée par :

En se bassant sur quelques propriétés de la fonction béta on montre que :

E(T,=0) et U(Tn):(n—Q) si n>3.

Dans le cas ot n = 1 on obtient une loi de Cauchy standard.
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Chapitre 3

Estimation paramétrique

3.1 Estimation ponctuelle et estimateurs

3.1.1 Estimateur et estimation

Définition 3.1.1 Si (Xi,...,X,,) est un échantillon aléatoire d’effectif n de loi parente
la loi de X, prélevé dans une population U alors nous appellons estimateur de 6 toute

fonction h,, de l’échantillon aléatoire (X, ..., X,), noté 5,1:

o~

0, = hy (X1, ..., X,)

Définition 3.1.2 Une fois [’échantillon prélevé, nous disposons de n valeurs observées
X1y ey Ty, CE qui nOUS fournit une valeur hy, (x4, ..., x,) qui est une réalisation de 0,, et que

nous appellons estimation.

3.1.2 Propriétés d’un estimateur
Le choix d’un estimateur va reposer sur ses qualités.

Définition 3.1.3 Le biais de [’estimateur ?O\n se définit par

B @) —E @) — 0.

Définition 3.1.4 0, est un estimateur sans biais (ou non biaisé) du paramétre 6 si
B (0,) =0,

E(.) =0

17
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Définition 3.1.5 D’une facon générale, si l’estimateur est sans biais cette précision se
mesure par la variance de cet estimateur plus la variance de la précision est bonne. Nous
disons qu’un estimateur est efficace s’il a la plus petite variance parmi tous les estimateurs
sans biais.

Définition 3.1.6 Si un estimateur 0, est sans biais et que sa variance tend vers zéro

quand n tend vers linfini, alors cet estimateur est convergent c’est-a-dire :
lim Var <§n) =0.
n—-+00

Proposition 3.1.7 Un estimateur sera d’autant meilleur qu’il sera non biaisé, convergent
et efficace.

Définition 3.1.8 Si /H\n un estimateur de 6, nous mesurons la précision de 5,1 par l’écart
quadratique moyen, noté EQM :

A N 2
EQM (en) —E (<9n . 9) ) .
Remarque 3.1.9 Si 5n est un estimateur sans biais, c’est-a-dire si

B @) ~0.

EQM (§n> — Var (@) .

Alors :

Théoréme 3.1.10 Soit /9\71 un estimateur du paramétre 0 a étudier.

T (@) mve ) 26

prevve 5 ([i =) = 5 ([f- 53 +5.3.) - ])
B ([@ - ?@n)] [) ? )( (£(5,) - ) w25 ([3. - £(3.)] [ (3.) - ])

E (8, - £(0.)) =0.
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3.1.3 Exemples d’estimateurs de caractéristiques de position et

de dispersion
Estimateur de I’espérence

Soit (X7, ..., X,;) un échantillon aléatoire de loi parente la loi de X, d’espérance p et
de variance 62

Définition 3.1.11 L’estimateur [i,, de p est égal a :

PO I
/ﬁn_g;Xi-

Proposition 3.1.12 [i,, est un estimateur sans biais de p, c’est-a-dire

E (1) = p-
De plus, la variance de Ji,, est égal a :
Var (@i, = 6°/n.
Estimateur de la variance
Soit (X7, ..., X,;) un échantillon aléatoire de loi parente la loi de X, d’espérance p et
de variance 6°.

Définition 3.1.13 L ’estimateur S? de 6° est égal a :
o 1 ~ 2

Estimateur de la proportion

Dans le cas de 'estimateur d’une proportion, les variables X; prennent les valeurs 0
ou 1.
Définition 3.1.14 L’estimateur, noté 74, de la proportion w4 est égal & :

n

%A,n == %ZXz = //In

=1
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Proposition 3.1.15 T4, est un estimateur sans biais de la proportion w4 c’est-a-dire :
E (%\Aﬂl) = TA.

3.1.4 Méthode des moments

Supposons que nous devons estimer [ parameétre notés 01,6, ..., 0;. La méthode des
moments consiste & choisir des estimateurs 61, ..., f; issus de la résolution d’un systéme
de I équation en les I paramétres inconnus, obtenu en égalant les I premiers moments

par rapport & lorigine notés u; = E (X*), pour i variant de 1 & I et les moments corres-

n
n <
Jj=1

pondants de 1’échantillon

pour ¢ variant de 1 & 1.

Exemple 3.1.16 Dans le cas ot un seul paramétre est inconnu, nous devons résoudre

[’équation suivante :

1 T —

ou 1 est la moyenne de la population. St p est le paramétre inconnu, la solution de

[’équation ci-dessus est triviale.

Application

Loi Béta : Considérons le modele parametre P = {Béta(a,b);a > 0,b > 0}. Nous

désirons estimer 6 = (a,b) .Béta(a,b) est de densité :

fX (‘T> = B (a b>xa71 (1 - x)b_l 1[0;1] (w) .
Soit X de loi Béta(a,b), nous avons :
a ab
E(a,b) (Xl) - =c et E(a,b) (Xl (]_ — Xl)) = = d

a+b (a+0b)(a+b+1)

En inversant le systéme, nous obtenons :

cd (1—-c)d
“ c—d—c? © c—d—c?



A Taide de la loi forte des grands nombres, nous construisons des estimateurs de c et d :

Nous déduisons de la méthode de substitution que :

Cndy
Ay = —————=——
Cn — dn — €, n

sont des estimateurs convergents de a et b.

Loi uniforme : Soit X7, ..., X;, un échantillon de loi U [a; b]. Nous avons :

a+b
2

a’>+b®+ab
3 )

Eap) (X1) = et Eup (X7) =

d’ou

a+bh 1< — P rab 1<
=-3'X, =X, et — " =-3"x2

Nous en déduisons que :

i = Xn_\/%z(xi_m){
b - Eﬂ/%Z(Xi—E)Q.

3.1.5 Meéthode du maximum de vraisemblance

Vraisemblance d’un échantillon

La vraisemblance des observations X = (z1, ..., z,) d’un échantillon aléatoire de loi
parente la loi de X est définie de la fagon suivante :

e Si X est une variable aléatoire continue :

60l Liry, .08 =] fo(@:.0).
=1

ol O est ’ensemble des valeurs possibles du parametre 6 et fx la densité de probabilité
de X;

fo (24,0) = fo (73),

e Si X est une variable aléatoire discréte :
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n

hcol L(xy,...,x,;0) = Hfz (x;,0),

i=1
ol O est ’ensemble des valeurs possibles du parameétre 6 et fx est la fonction de proba-
bilité ponctuelle P de X ;

Ja (%’,9) =P = (Xi Z%')-

Remarque 3.1.17 les expressions de vraisemblance ci-dessus ne sont valables que parce
que les variables aléatoires Xy, ..., X,, sont indépendantes par définition d’un échantillon
aléatoire.

Estimateur du maximum de vraisemblance

Définition 3.1.18 Un estimateur du mazimum de vraisemblance noté (EMV) du para-

métre 0 est une statistique de I’échantillon :

-~

0,: Dy — O
X =(T1,..., ) »—>§n (1, ey ) s

telle que V0 € ©, L (xl, ...,mn;/én) > L(x1,...,2,\0) .

Définition 3.1.19 La méthode consistant a estimer 0 par la valeur qui mazimise L (vrai-

semblance) s’appelle méthode du mazimum de vraisemblance.

0= {H/L (@) — sgpL(e)} .

Ceci est un probléme d’optimisation. On utilise généralement le fait que si L est
dérivable et si L admet un maximum global en une valeur, alors la dérivée premiere
s’annule en et que la dérivée seconde est négative. Réciproquement, si la dérivée premiere
sannule en § = 0 et que la dérivée seconde est négative en = 5, alors 0 est un maximum
local (et non global) de L (z1, ..., x,;0). 1l est alors nécessaire de vérifier qu’il s’agit bien
d’un maximum global. La vraisemblance étant positive et le logarithme népérien une
fonction croissante, il est équivalent et souvent plus simple de maximiser le logarithme
népérien de la vraisemblance (le produit se transforme en somme, ce qui est plus simple
a dériver).

Ainsi en pratique :

1. La condition nécessaire
OL (21, ..., Tp; 0)
00

=0,
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ou

OlnL (xq,...,x,;0)
00

=0,

permet de trouver la valeur 9.

2. 0 = 0 est un maximum local si la condition suffisante est remplie au point critique :

0L ($18,027x”’0) (5) <0,

ou

02 lnL(aggg...,xn;e) (5) <0.

3.2 Estimation par intervalle de confiance

Lorsque nous procédons a l'estimation de I'une des caractéristiques, notée 6, de la
population, il est plus pertinent de fournir un intervalle #; < 6 < 6, plutot que de donner
simplement une estimation ponctuelle, c’est-a-dire d’écrire uniquement 0=c.

Un tel intervalle ]0;; 05 s’appelle une estimation par intervalle de confiance du para-

meétre # ou estimation ensembliste de la caractéristique 6.

3.2.1 Principe

La méthode sur laquelle repose la construction des intervalles de confiance est la
suivante :

e Soit /G\n un estimateur de 6 dont nous connaissons la loi de probabilité pour chaque
valeur de 6.

e Etant donné une valeur 6, du paramétre 0, nous déterminons un intervalle de
probabilité bilatéral de niveau (1 — «) pour 'estimateur 0, c’est-a-dire deux bornes 07 et

05 telle que :
P<9?<5n<9§\9:90> >1—a

3.2.2 Intervalle de confiance

Définition 3.2.1 Nous appellons intervalle de confiance de niveau de confiance 1 — a du

paramétre 0 tout intervalle |01; 05 tel que :

P(]91,92[ > 9) =1 — Q,
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pour o € [0;1] fizé.
3.2.3 Intervalles de confiance pour une espérance

Espérance d’une loi normal, écart-type o connu

soit (x1, 3, ..., ;) un échantillon aléatoire de loi parente la loi normale d’espérance
1 et d’écart-type o.
Le meilleur estimateur de u et 1, suit la loi N<u; \%) est

U I

a) Intervalle de la probabilité : L’intervalle de probabilité pour i, & 1 — « est égal
a:

o - o
p— /h_%% < Hp < Bt M1_%%7
ou p;_aest le quantile d’ordre 1 — £ pour la loi normale centrée-réduire.
2

b) Intervalle de confiance : L’intervalle de confiance pour & 1 — « est égal a :
o

— - g
My, (ObS) - ul—% \/ﬁ < M < Mo, (ObS) + ul—%%?

ou iy _aest le quantile d’ordre 1 —  pour la loi normale centrée-réduire.
2

Remarque 3.2.2 Souvent 1 — « sera fixé a 0.95 et par conséquent o sera égale a
1.96.
Espérance d’une loi normal, écart-type ¢ inconnu

a)Théoréme de Fisher : Soit (x; 29, ..., 2,), n variables aléatoires indépendantes de

la loi normale d’espérance v et d’écart-type o.

— S2 . , . . , . — . .
[, et“= sont deux variables aléatoires indépendantes et 2= suit la loi normale
v

N (0;1) et nai;% suit la loi du Khi-deux z%(n — 1).

y—i it de la loi de student ¢(n — 1).
T
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Remarque 3.2.3 S? est définie par

n

]- —~
SZ T n Z(% - Mn)%
=1

b) Intervalle de la probabilité : L’intervalle de probabilité pour “AS—T_L“ al—aest
Vvn—T1
égal a :
_tn—l;l—% < ,unsz a < tn—l;l—%u

n—1

ot t,,1;1-gest le quantile d’ordre 1 — § pour la loi student t(n—1).

c) Intervalle de confiance : L’intervalle de confiance pour & 1 — « est égal a :

Sy (0bs)
vn—1

< u< [/L\n (ObS) + tn—l;l—%

ot t,,1;1-gest le quantile d’ordre 1 — § pour la loi student t(n—1).

3.2.4 Intervalles de confiance pour une variance

Variance d’une loi normale, espérance ; connu

02 =15 (2;—p)? est un estimateur de la variance o2 et “3* suit la loi du Khi-deux
n 1= [ea

a n degrées de liberté, notée X2(n).

a) Intervalle de probabilité : £, ks sont les bornes de l'intervalle de probabilité pour

>
P{k1<n02"<k2}:1—a.
o

Par exemple, nous pouvons prendre la borne k; égale au quantile d’ordre 5 pour la

l—«

loi du Khi-deux a n degrées de liberté X?(n) et la borne k, égale au quantile d’ordre 5

pour la loi du Khi-deux & n degrées de liberté X2(n).
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b) Intervalle de confiance : L’intervalle de confiance pour 02 a 1 — a est égal a :

no?(obs) o2 no?(obs)
ka Ky

Par exemple, nous pouvons prendre la borne k; égale au quantile d’ordre § pour la
loi du Khi-deux & n degrés de liberté X?(n) et la borne ky égale au quantile d’ordre 1770‘

pour la loi du Khi-deux a n degrées de liberté X?(n).

Variance d’une loi normale, espérance ;1 inconnu
— . S2 . . . N
S2=L%" (x;—,)? est un estimateur de 02 et "= suit la loi du Khi-deux & (n—1)

degrées de liberté X?(n).

Remarque 3.2.4 Remarque 3.2.5 [, est définie par
R
Hp, = ﬁ ZZI Ly

a) Intervalle de probabilité : [, sont les bornes de l'intervalle de probabilité pour

nsy i .
e O

Par exemple, nous pouvons prendre la borne /; égale au quantile d’ordre 5 pour la loi
du Khi-deux & (n-1) degrées de liberté X?(n — 1) et la borne Iy égale au quantile d’ordre
152 pour la loi du Khi-deux & (n-1) degrées de liberté X?(n — 1).

b) Intervalle de confiance : L’intervalle de confiance pour 02 a4 1 — a est égal a :

(n—1)S2 (obs)  nS?(obs) _ g2 MSh(obs) _ (n—1)S2 (obs)

lg lz ll ll
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