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Notations :

Q : corps des nombres rationnels.
R : corps des nombres réels ou ]�1;+1[
R+ : [0;+1[ :
R� : R� f0g :
R�+ : ]0;+1[.
CAE : complémentaire de A sur E:

Rn : L�ensemble des n tuple ordonnés (x1; x2; :::::::; xn) tel que xi 2 R;8i = 1; n
| : corps des nombres réels ou corps des nombres complexes.
hu; vi : produit scalaire des vecteurs u et v:
d (A;B) : distance des points A et B:

S (A; r) : sphère de centre A et de rayon r:

B (A; r) : boule d�ouvert de centre A et de rayon r:

B (A; r) : boule fermée de centre A et de rayon r:

� (A) : le diamètre de l�ensemble A:

lettres gerèques utilisés :

� : landa.

" : epsilon.

	 : psi.

�;� : phi.

� : alpha.

� : betà
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Introduction Générale

Réné Baire (1874-1932) démontra ce résultat en 1899 bien que l�amériquaine william

osgood l�ait obtenue aussi des 1898, c�est pourtant le nom du françairs Baire que lui a

attaché la postérité. ce théoréme etonamant simple est un outil puissant en analyse au

conséquence parfois suprenante.

Dans un espace métrique E, un ouvert u de E est dense dans E si et seulement si

le fermé complémentaire uc est d�interieur vide si on a un nombre �ni d�ouverts dense,

on véri�e facilement de proche en proche que u1 \ :::\ unest encore un ouvert dense. le
théorème de Baire dans un cas on cette propriété triviale d�intersection �ni peut s�etendu

au suite d�ouvert dense.

théorème de Baire consacré dans un espace métrique complet. toute intersection dé-

nombrable d�ouverts denses dans E est dense dans E c-à-dire soit (un)n2N une suite

d�ouvert dense dans E alors pour toute n 2 N ; un = E alors
\
n2N

un = E:

Dans ce travail, nous présenterons quelques dé�nitions bien connues et les théorèmes im-

portant et trés utiles qui sont des théories de Baire dans l�espace métrique et quelques

variantes et ses applications.

L�objet du premier chapitre est donner quelques resultas fondamentaux qui concernent

les espace métrique et les espace normés qui nous permettent de meux comprendres le

contenue de ce travail.

La deuxième chapitre est consacré à la présentation du théorème et quelque variantes. On

comence par de�nire le théorème de fermé enboité puisque on utilise au démenstration de

théorème de Baire.

En�n nous allons présenter quelques applications du théorème de Baire dans les fonctions

continues et l�espace de Banache.
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Chapitre 1

Notions et resultats préliminaires

Ce chapitre est consacré aux notions fondamentales de l�espace métrique et normée, ainsi

qu�à quelques dé�nitions et propositions qui concerne la distance, les ensembles, suite

de Cauchy, espace métriqe complet, espace vectoriel normé, espace de Banach et les

applications linéaires continus.

1.1 Distance et espace métrique

Dé�nition 1.1.1 (distance) : Soit E un ensemble non vide quelconque.

Une distance sur E est une fonction d : E � E ! R+ de�nie sur le produit cartésien
E � E, à valeur dans l�ensemble R+, qui véri�ant les propriétés suivantes :

1. 8 (x; y) 2 E2 : d (x; y) = 0 =) x = y (séparation)

2. 8 (x; y) 2 E2 : d (x; y) = d (y; x) (symétrique)

3. 8 (x; y; z) 2 E3 : d (x; z) � d (x; y) + d (y; z) (inégalité triangulaire)

Dé�nition 1.1.2 (espace métrique) :
On appele espace métrique un couple (E; d) constitue par un ensemble non vide et par une

distance d sur E; on dit souvent que E est muni de la distance d. un espace métrique sera

engénérale noté (E; d) ou bien Ed.
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Exemple 1.1.3 : Soit E = Rn, x = (x1; x2; :::xn) et y = (y1; y2:::yn). On dé�nit les

applications suivantes :

� d1 (x; y) =
nP
i=1

jxi � yij :

� d1 (x; y) = sup
1� i �n

(xi � yi) :

� d0 (x; y) =
�
nP
i=1

jxi � yij
� 1
2

:

En e¤et, d1 (x; y) =
nP
i=1

jxi � yij :

1. 8 (x; y) 2 Rn d1 (x; y) = 0 () x = y

d1 (x; y) = 0 ()
nP
i=1

jxi � yij = 0

() jxi � yjj = 0 1 � i � n
() xi = yj

() x = y

2. 8x; y 2 Rn d1 (x; y) = d1 (y; x)
d1 (x; y) =

nP
i=1

jxi � yij

=
nP
i=1

(yi � xi)

= d1 (y � x)

3. 8x; y; z 2 Rn d1 (x� y) � d1 (x; y) + d1 (y; z)

d1 (x; z) =
nP
i=1

(xi � yi + yi � zi)

=
nP
i=1

jxi � yij+
P
jyi � zij

d1 (x; z) � d1 (x; y) + d1 (y; z)
donc d1est une distance sur Rn:

Remarque 1.1.4 :
Sur un mème ensemble E on peut dé�nit une in�nité de distance.

Dé�nition 1.1.5 (distance équivalent) :
Soient d1et d2 deux distances sur le mème ensemble E.

on dit que d1 et d2 sont équivalentes s�il existe deux réeles �; � 2 R+ telle que :

8x; y 2 E : � d2 (x; y) � d1 (x; y) � � d2 (x; y)
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Proposition 1.1.6 :
Pour tout x; y et z des points d�un espace métrique (E; d) on a :

jd (x; y)� d (x; z)j � d (y; z) :

Preuve.
La condition 3 que véri�e la distance d nous donne :

d (x; z)� d (x; y) � d (y; z)
en utilisant la symétrique on obtient :

d (x; y)� d (x; z) � d (y; z)
de ces deux inéquations on en déduit que :

jd (x; y)� d (x; z)j � d (y; z) :

1.2 Boules ouverts et boules fermés

Dé�nition 1.2.1 : Soit (E; d) un espace métrique,
� On appelle " boule ouvert " de centre x et de rayon r l�ensembele de y de E dont la

distance à x est strictement inférieure à r ou la note B (x; r) on a donc :

B (x; r) = fy 2 E�d (x; y) < rg

� On appele " boule fermé " de center x et de rayon r l�ensemble de y 2 E dont la

destance à x infèrieure ou égale a r ou la note B (x; r) on a donc :

B (x; r) = fy 2 E�d (x; y) � rg

� On appelle " sphère " de centre x et de rayon r et on note S (x; r) tq :

S (x; r) = fx 2 E�d (x; y) = rg

Remarque 1.2.2 : Pour 0 < r < r0ou a les inclusions suivantes :

B (x; r) � B (x; r) � S (x; r0) :
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1.3 Ensembles ouverts et Ensembles fermés

Dé�nition 1.3.1 : Soit(E; d) est un espace métrique, soit A � E
� Ensemble ouvert : on dit que A est un ouvert dans E si :

8x 2 A;9r > 0 tq : B (x; r) � A:

� Ensemble fermè : on dit que A est un fermée dans E si son complèmentaire CAE
est un ouvert :

8x 2 CAE ;9r > 0tq : B (x; r) � CAE

Théorème 1.3.2 :
Tout boule ouvert de l�espace métrique (E; d) est un ouvert, tout boule fermé de l�espace

métrique (E; d) est fermé.

Preuve.
Soit y un point de la boule ouvert B (x; r)

on a d (x; y) < r si on pose � = r � d (x; y) > 0
alors B (y; �) � B (x; r) pour la voir supposons que z 2 B (y; �) alors :
d (x; z) � d (x; y) + d (y; z) < d (x; y) + � = r
ce qui montre que :

z 2 B (x; r) de meme, si y n�appartient pas à la boule fermé B (x; r)
on a :

� = d (x; y)� r > 0, B (y; �) est disjointe de B (x; r).
en e¤et,

considérons z 2 B (y; �)�B (x; r) d (x; y) � d (x; z) + d (z; y) < r + � = d (x; y) :
ce qui est absurde.

donc E�B (x; r) est un ouvert et B (x; r) sera alors fermé.

Théorème 1.3.3 :

1. ? et E sont des parties ouverts dans E.

2. Tout réunion (quelconque) de parties ouvertes de E est une partie ouvertes dans E.

3. Toute intersection �nie de parties ouverts de E est une partie ouverte de E:
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Preuve.

1. Il est clair que ? est un ouvert dans E
on a : 8x 2 E 8r > 0 B (x; r) � E danc E est une ouvert de E

2. Soit (Ai)i 2I une famille d�ouverts de E

Soit x 2
S
i 2I
Ai =) 9 i 2 I; x 2 Ai

9 ri > 0, B (x; ri) � Ai �
S
i 2I
Ai

donc :8x 2
S
i 2I
Ai, 9 r = ri > 0 B (x; ri) �

S
i 2I
Ai

alors :
S
i 2I
Ai est ouvert de E:

3. soit (Ai)i 21;n une famille d�ouverts de E

soit x 2
T

i 21;n
Ai =) 1 � i � n, x 2 Ai

81 � i � n, 9 ri > 0, B (x; r) � Ai
soit r = min

1� i �n
(ri)

donc : B (x; r) � B (x; ri) ;8i = 1; n
B (x; r) �

T
i 21;n

B (x; ri) �
T

i 21;n
Ai

donc :

8x 2
T
Ai; 9r = min

1� i �n
(ri) ; B (x; r) �

T
i 21;n

Ai

alors :
T

i 21;n
Ai est un ouvert de E.

1.4 Ensembles bornées, diamètre

Dé�nition 1.4.1 : Soit (E; d) un espace mètrique, soit A � E tq A 6= ?:
On dit que A est bornèe s�il existe une boule B (x0; r) tq : A � B (x0; r) (boule ouvert ou
fermé)

Proposition 1.4.2 :

1. Toute partie d�une partie bornée est bornée.

2. La réunion de deux parties bornées et bornée, et par suite il en est de mème pour

toute réunion �nie.

3. Toute boule est bornée.
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4. Pour qu�une partie A est bornée, il faut et il su¢ t qu�elle soit contenue dans une

boule :

� si A est contenue dans une boule, elle est bornée,

� si Aest bornée non vide (le cas A=? est trivial ) :

� pour tout x 2 A : A � B(x; � (A));
� mais on peut également choisir le centre x 2 E de facon arbitraire :

A � B(x; � (A) + d (x;A))
car si :

y 2 A : d(x; y) � �(A [ fxg) � �(A) + d(x;A):

Dé�nition 1.4.3 :
On appele diamètre de A et on noté � (A) le nombre réel positive :

� (A) = sup
(x;y)2A�A

d (x; y)

1.5 Intérieur, adhérence et densité

Dé�nition 1.5.1 (Intérieur) :
Soit (E; d) un espace métrique, soit A � E tq : A 6= ?:
Un point x 2 A est dit intérieur à A s�il existe r > 0: tq : B (x; r) � A; l�ensemble de tout
les points intérieures à A s�appelle intérieur de A et se note

�
A :

x 2
�
A () 9r > 0 : B (x; r) � A:

Proposition 1.5.2 :

1.
�

E = E;

2.
�

A � A;

3.
� �

A \B
�
=

�

A \
�

B:
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Dé�nition 1.5.3 (Adhérence) : Soit (E; d) un espace métrique, soit A � E:
Un point x 2 E est dit adhérent à A si toute boule centrée en x une intersection non vide
avec A:

L�ensemble de tous les points de E qui sont adhérents à A est appelé l�adhérence de A,

on le note adh (A) ou bien A surmonté d�une barre
_

A:

A = fx 2 E; d (x;A) = 0g

x 2 A() 8r > 0; B (x; r) \ A 6= ?

Proposition 1.5.4 :

1. ? = ?;

2. A � A;

3. A = A;

4. A [B = A [B;

5. A � B )
�

A �
�

B et A � B;

6. A fermé () A = A.

Dé�nition 1.5.5 (Densité) : Soit (E; d) un espace métrique, soit A et B � E
� On dit que A dense dans B si B = A:

� On dit que A dense dans E si E =
_

A:

Exemple 1.5.6 :
_

Q = R alors Q est dence dans R:
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1.6 Suite de Cauchy et espace métrique complet

1.6.1 Suite de Cauchy

Soit (E; d) un espace métrique, si (un) � (E; d) est une suite, on notera une suite

extraite de cette suite par (u'(x))n2N � (E; d) :

Dé�nition 1.6.1 ( suite convergente) :
Soit (E; d) un espace métrique, soit (un)n 2Nune suite de point de E et u 2 E.
on dit que (un)n 2N converge ver u si on a :

8" > 0 9n0 2 N 8n 2 N n � n0 =) d (un; u) � "

si 9 u 2 E telque :

lim
n!1

un = u

on dit que la suite (un) est convergente.

Proposition 1.6.2 :
Si la suite (un)n 2Nconverge dans un espace metrique (E; d) alors la limite est unique.

Preuve.
Supposns que (un) est converge vers u et converge vers v dans E alors :

un �! u
n �! 1

() 8" > 0 9 n0 2 N n � n0 =) d (un; u) � "
2

un �! v
n �! 1

() 8" > 0 9 n1 2 N n � n1 =) d (un; v) � "
2

soit " > 0 on choisit n tq :

n � max (n0:n1)
d (u; v) � d (u; un)+d (un; v)

� d (un; u) + d (un; v)
� "

2
+ "

2
= "

alors : 8" > 0; d (u; v) � " =) d (u; v) = 0

() u = v

Remarque 1.6.3 :
Tout suit extraite d�une suite convergent est converge avec la meme limite:

Dé�nition 1.6.4 ( suite de Cauchy) :
Dans un espace métrique (E; d), on dit que que (un)n 2N est une suite de Cauchy lorsqu�elle

véri�e :

8" > 0 9 n 2 N 8p; q 2 N p; q � n =) d (uP ; uq) < ".
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Proposition 1.6.5 :
Tout suite convergente dans (E; d) est une suite de Cauchy.

Preuve.
Soit (un)n 2N � E tq :
limun = u, 8" > 0 9 n0 2 N : n � n0 ) d (un; u) <

"
2

8" > 0 9 n1 2 N : 8p > q � n1 ) d (up; uq) < "?

Si n1 = n0
8 p; q 2 N : 8p > q � n0 =) p > n0 =) d (up; u) <

"
2

q � n0 =) d (uq; u) <
"
2

d (up; uq) � d (up; u) + d (u; uq)
� d (up; u) + d (uq; u)
� "

2
+ "

2
= "

8" > 0 9 n1 = n0 8p > q > n0 : d (up; uq) < "
donc (un)n 2 Nest une suite de Cauchy.

Remarque 1.6.6 : L�invers de cette proposition est faux.

Proposition 1.6.7 :
� Soit (un)n 2N une suite de Cauchy dans l�espace métrique (E; d) si on peut extraire

une suite convergente (un) de (unk) alors (un) converge vers la meme limite c�est

à dire :

lim
n!1

unk = lim
n!1

un

� Soit (un) une suite de Cauchy dans (E; d) si on peut extraire une suite convergent

de (un) alors (un)n2N converge vers la meme limite.

Proposition 1.6.8 :
Soit (E; d) un espace métrique et soit A � E alors on a :

1. 8u 2 A() 9 (un)n 2N � A; limn!1un = u:

2. A est fermé () A contenant limite de tous les suites convergents.
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1.6.2 Espace métrique complet

Dé�nition 1.6.9 :
Un espace métrique sur le quel les suites de Cauchy sont convergentes sera appelé "espace
complet".

Exemple 1.6.10 :
(N; j:j) est un espace complet.

Proposition 1.6.11 :
Soient E un espace et d1; d2 deux distances équivalents sur E.

Alors si (E; d1) et complet, il est le meme de (E; d2) de plus toute suite de Cauchy conver-

gente pour l�un est convergente pour l�autre.

Dé�nition 1.6.12 :
On dira d�une partie A de F qu�elle est un sous espace complet de E si elle est complète

pour la métrique induite de E.

Proposition 1.6.13 :
� Tout sous ensemble fermé d�un espace complet est complet.

� Tous sous espace complet d�un espace métrique est fermé.

� Tout produit �nie d�espace métrique (E; d) ou i 2 I complet est complet pour la
métrique produit

�
si x = (xi) et y = (yi)i2I

�
d (x; y) = sup d (xi; yi) :
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1.7 Espace vectoriel normé

1.7.1 Espace vectoriel

Dé�nition 1.7.1 ( espace vectoriel ) :
Sur un corps | (| = Rou C) est un ensemble E muni de deux lois (+; �) ; la loi (+) étant
une application de E � E vers E, la loi(�) multiplication par un scalaire étant une appli-
cation |� E vers E telle que :

1. (E;+) est groupe commutatif

2. 8� 2 | 8x; y 2 E : � (x+ y) = �x+ �y:

3. 8�; � 2 | 8x; y 2 E : (�+ �)x = �x+ �y:

4. 8�; � 2 | 8x 2 E : (� � �)x = � (� � x) :

5. 8x 2 E : 1| � x = x:
les elements de | (respectivement E) sont appelle scalaire, le triple (E;+; L) s�ap-
pelle un espace vectoriels sur la corps |:

Dé�nition 1.7.2 :
Soit E un ensemble non vide muni d�une loi interne (+), (E;+) est un groupe commutatif

si et sulement si :

1. 8x; y 2 E : x+ y = y + x:

2. 8x; y; z 2 E : (x+ y) + z = x+ (y + z) :

3. 9 e 2 E; 8x 2 E : x+ e = e+ x = x:

4. 8x 2 E; 9 x0 2 E : x0 + x = x+ x0 = e:

Remarque 1.7.3 :
L�ensemble E = Rn muni des opération habituelle d�adition de vecteur et de produit d�un
vecteurs par un scalaire est un espace vectoriel sur R:

Théorème 1.7.4 :
Soit E un espace vectoriel, u � E et � 2 | alors on a :

1. 0 � u = 0:

2. � � 0 = 0:

3. (�1) � u = �u:

4. si : � � u = 0 alors � = 0 ou u = 0:
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Dé�nition 1.7.5 : Soit E un espace vectoriel sur | et F une partie de E
on dit que F est un sous espace vectoriel de E si :

1. F 6= ?:
2. 8x; y 2 F : (x+ y) 2 F:
3. 8� 2 | et 8x 2 F : (�x) 2 F:

Dé�nition 1.7.6 :
On dit que un espace vectoriel E est de dimention �nie, s�il est engendré par une famille

de vecteur, i: e il existe un nombre �ni de vecteur (ei)1 � i � n linéairement indépendant

de E telle que :

8x 2 E; 9 �1; �2::::�n 2 | :

x =
nX
i =1

�iei

Dé�nition 1.7.7 :
Soit E un |_espace vectoriel et soient E1; E2 deux sous-espace vectoriel de E on dit que

E est une somme direct de E1et E2 on note : E = E1 � E2 si E1 \ E2 = f0Eg :

1.7.2 Espaces vectoriels normés

Dé�nition 1.7.8 :
Soit E un |_espace vectoriel, on appelle norme sur E une application de E dans R+,
habituellement notée k:k veri�ant les trois proprietes suivants :

1. 8 x 2 E; kxk = 0, x = 0E (homogénéité)

2. 8� 2 |;8x 2 E; k�xk = j�j kxk
3. 8x 2 E; 8y 2 E; kx+ yk � kx+ yk � kxk+ kyk (inégalite triangulaire).

Exemple 1.7.9 :
Sur Rn on dé�nie les application suivantes :

1. 8x = (x1;:::xn) 2 Rn on a kxk1 =
nX
i=1

jxij :

2. 8x = (x1;:::xn) 2 Rn on a kxk2 =
 

nX
i=1

jxij2
! 1

2

:

3. 8x = (x1;:::xn) 2 Rn on a kxk1 = max
1� i � n

jxij :
de�nissent des normes équivalentes.
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Dé�nition 1.7.10 :
On appelle espace vectoriel norme le couple (E; k:k)ou E est un espace vectoriel sur | = R
ou C et k:k une norme sur E:

Exemple 1.7.11 :
L�espace des nombre réels R muni de la valeur absolue x �! jxj est un espace vectoriel
norme et appelée norme usuelle de R:

Dé�nition 1.7.12 : Soit k:k1et k:k2deux normes sur |_espace vectoriel E.
On dit que k:k1et k:k2 sont équivalentes et écrit k:k1 ' k:k si et seulement s�il existe deux
constante strictement positive a et b telle que pour tout x 2 E on dit :

a k:k1 � k:k2 � b k:k1

Théorème 1.7.13 :
Soit E un espace vectoriel de dimention �nie alors toutes normes sur E sont équivalentes.

1.8 Espace de Banach

Dé�nition 1.8.1 :
On appelle espace de Banach un |_espace vectoriel normé complet.

Exemple 1.8.2 :
R usuel est un espace de Banach.

Proposition 1.8.3 :
Un |� espace vectoriel de dimension �nie muni de n�importe quelle norme est un espace
de Banach.
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1.9 Applications linéaires continues

Dans cette partie nous intéressons à l�espace des fonctions linéaires, nous allons à

norme cet espace puis à la caractériser.

Soient E;F deux ensembles non vide.

Dé�nition 1.9.1 :
Une application dé�nie sur E et à valeurs dans F est une loi qui à tout élément de E fait

corespondre un unique élément de F , si on note f cette application, l�élement associé à x

par f est note f (x).

L�ensemble E s�appelle ensemble de départ.

L�ensemble F s�appelle ensemble d�arrivée de f .

On note suivant une fonction f : E �! F ou x �! f (x) :

l�élément y = f (x) s�appelle l�image de x par f et x s�appelle antécédent de y par f:

Dé�nition 1.9.2 :
� Une application f : E �! F est injective si :

8x1; x2 2 E : f (x1) = f (x2) =) x1 = x2:

� Une application f : E �! F est surjective si :

8y 2 F 9 x 2 E : f (x) = y:

� Une application f : E �! F est bijective si :

f est injective et surjective() 8y 2 F;9!x 2 E : y = f (x) :

Dé�nition 1.9.3 Soient f : E �! F une application A � E et B � F deux ensemble

non vide.

� On appelle image direct de A par f noteè f (A) et dè�nie par :

f (A) = fy 2 B; 9 x 2 A : f (x) = yg = ff (x) 2 B ;x 2 Ag � F:

� On appelle image réciproque de B par f noteè f�1 (B) et dè�nie par :

f�1 (B) = fx 2 A; 9y 2 B : f (x) = yg = fx 2 A; f (x) 2 B g � E
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� On appelle noyau de f , note Ker (f) le sous ensemble particulier de E tel que :

Ker (f) = fx 2 A; f (x) = 0g

1.9.1 Applications continues

Dé�nition 1.9.4 :
Soient (E; k�kE) ; (F; k�kF ) deux espace vectoriel normés sur le meme corps | et A � E
ensemble non vide, et a un point de E:

soit f : E ! F une application mathématiquement, on dit que f continue au point a 2 A
si :

8" > 0;9� > 0 8x 2 A; kx� akE < � =) kf (x)� f (a)kF < ":

Dé�nition 1.9.5 :
L�application f est continue sur E s�elle est continue en tout point de E.

Théorème 1.9.6 :
L�application f est continue au point a de E si est seulement si pour si pour toute suite

(un)n 2Nd�elément de E qui converge vers a dans (E; k:kE) ; la suite (f (un))n 2Nconverge
vers f (a) dans (F; k:kF ) et limn!1f (un) = f (a).

Proposition 1.9.7 :
Soit f : E �! F un application, alors f est continue sur E si et seulment si l� image

réciproque de tout fermé de F est fermé de E:

Dé�nition 1.9.8 : Soit f : E �! F

On dit que f est uniformément continue sur E si :

8" > 0 : 9 � > 0 8 (x; y) 2 E2; kx� ykE < � =) kf (x)� f (y)kF < " � kx� yk :

Remarque 1.9.9 :
Tout application unifèrmement continue est continue sur E. L�inverse est faux en général.
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1.9.2 Applications linéaires continues

Dans cette partie nous intéresons à l�espace des fonctions linéaires continues, nous

allons à norme cet espace puis à le caractériser.

Dé�nition 1.9.10 : Soient E;F deux |_espace vectoriel sur le meme corps | (Rou C)
une application linéaire si et seulement si :

1. 8x; y 2 E; f (x+ y) = f (x) + f (y) :

2. 8x 2 E; 8� 2 | ; f (�x) = �f (x) :

Proposition 1.9.11 :
Soit f : E �! F une application linéaire alors les propriétés suivantes équivalantes :

� f continue sur E:

� f continue sur OE:

� f est bornée sur B (0; 1) :

� f est bornée sur S (0; 1) ;9C > 0;8x 2 E; kf (x)k � C kxkE :
� f est lipshitzienne.

Proposition 1.9.12 :
Soit f : E �! F une application alors : ker (f) est un ensemble fèrmé de E:

Théorème 1.9.13 :
L�application f est continue au point a de A; si et seulement si pour toute suite (un)n 2N d�élément

de A qui converge vers a dans (E; k�kE) ; la suite (f (un))n 2N converge vers f (a) dans

(F; k�kF ) :

Corollaire 1.9.14 :
On dimension �nie, tout les application linéaire sont continue.

Théorème 1.9.15 :
Pour f 2 LC (E;F ) on pose :
kfkLC(E;F ) = sup

x 2E

kf(x)k
x
:

la fonction f 2 LC (E;F ) �! kFkLC(E;F ) est une norme sur l�espace vectoriel LC (E;F ),
qui appellèe normè naturelle de LC (E;F ), et on a les égalites suivant :

kfkL(E;F ) = sup
x 2E

kf (x)kF
= inf fc rèel > 0; 8x 2 E : kf (x)kF � c kxkEg :
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Chapitre 2

Théorème de Baire et applications

Ce second chapitre trés important nous allons presenter le théorème de Baire et quelque

application, il ne contient qu�un seul théorème, mais il est fondamental, c�est le théorème

de Baire (pour tout n 2 N un = E alors
\
n2N

un = E):

2.1 Théorème de fermés emboites

Dé�nition 2.1.1 :
Soient (E; d) un espace métrique complet, (un)n 2Nune suite décroissant de fermés non

vides de E tel que le diamètre des un tend vers 0 quand n tend vers 1, cest_à_dire :

� (un) = sup
(x;y)2un

d (x; y) �! 0

n �!1

Alors il existe l 2 E tel que : \
n2N

un = flg

Preuve.
Existance :
Pour tout n 2 N; un 6= �; donc il existe xn 2 un
soient p; q 2 N avec q < p on a :
d (xp; xq) � � (uq) �! 0

q�!+1
Donc la suite (xn) ainsi construite est de Cauchy à terme dans E complet, donc il existe

l 2 E tel que xn �! l
n�!1

puis comme :

8m 2 N; (xn) est à terme dans um à partie d�un certain rang (au pire m), avec um fermé
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on a l 2 um
donc : l 2

T
n 2N

un

L�unicité :
soit k 2

T
n 2N

un

8n 2 N (k; l) 2 u2n =) 0 � d (k; l) � � (un)
n�!+1

�! 0

=) d (k; l) = 0 =) K = l

D�ou l�unicité.

2.2 Théorème de Baire

Dé�nition 2.2.1 :
Soit (E; d) un espace métrique complet, et soit (un)n 2Nune suite d�ouverts de E. Si tous les

ouverts un sont dense dans E. Alors G =
T
n 2N

un est encore dense dans E, En particulier

on :
T
un 6= ?: \

n2N

un = E

Preuve.
Il s�agit de montrer que pour si u 2 E est un ouvert non vide.
Alors G \ u 6= ?. Fixon un tel ouvert u.
Comme u0 est un ouvert dense de E l�ensemble u0 \ u est un ouvert non vide.
Soit x0 2 (u0 \ u) et choisissons r0 � 2�0 tel que :
B (x0; r0) � (u0 \ u) Comme u0 est dense dans E, l�ensemble u0 \ u est un ouvert non
vide.

Soit x0 2 (u0 \ u) et choisissons r0 � 2�0 tel que : B (x0; r0) � (u0 \ u) :
Comme u1 est dense dans E, on a u1 \B (x0; r0) 6= ? on peut donc trouver x1et r1 � 2�1

tel que :

B (x1; r1) � (B (x0; r0) \ u1) � (B (x0; r0) \ u1 \ u)
Par récurence :
on voit qu�on peut construire une suite de boules ouvertes Bn = B (xn; rn) véri�ant les

propriétés suivantes :

Bn+1 � Bn::::::::::::::::::: (1)
rn � 2�n:::::::::::::::::::::: (2)
Bn � (un \ u) ::::::::::::::: (3)
D�aprés (1) et (2) et le théorème des fermés enboités, on a alors

\
n2N

Bn 6= ?: D�apres (3)

on déduit G \ u 6= ?.
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Remarque 2.2.2 :
On dit que un espace métrique E est un espace de Baire s�il veri�e le théorème de Baire.

Corollaire 2.2.3 :
Si un espace métrique complet (E; d) sécrit comme reunion dénombrable de férmé, alors

au moins un de ces férmé est d�interieur non vide.

plus formellement, soit (E; d) un espace métrique complet et (un)n2N ; une famille dénom-

brable tel que :

E =
[
n2N

un

alors 9n 2 N; �
un 6= ?:

Preuve.
Supposons par l�absurde 8n 2 N; u�n = ? alors :
8n 2 N; E n un = E n u�n = E n? = E
donc on peut appliquer le théorème de Baire aux E n un =

\
n2N

E n un = E

or E =
[
n2N

un = ?; E n
[
n2N

un =
\
n2N

E n un, et donc :
\
n2N

E n un = ? = ?

d �on une contradiction.

Corollaire 2.2.4 :
Soit (E; d) un espace métrique complet, si unest suite des fermés de E telle que [

n2N
un = E

alors ! = [u�n est un ouvert dense dans E:

Preuve.
L�ensemble 
 est ouvert en tant que réonion d�ouvert de plus on a :

E n 
 =
 [
n2N

un

!
n
 [
n2N

�
un

!
�
[
n2N

�
un n

�
un

�
les ensemble Cn = unn

�
unsont des férmés des intérieurs vide.

donc : E n 
 �
 [
n2N

Cn

!
est égamement d�intérieur vide d�aprés le théorème de Baire.

par conséquent, 
 est dense dans E:
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Corollaire 2.2.5 :
Si (E; d) est un espace métrique complet, alors tout fermé de E est un espace de Baire,

et tout ouvert de E également.

Preuve.
Un fermé de E est complet pour la distance d, donc est un espace de Baire.

Si u est un ouvert de E, on a vue qu�il existe une distance d sur u équivalente à d telle

que (u; d) soit complet, donc u est un éspace de Baire.

On peut aussi démontrer le résultat directement :

si (
n) est une suite d�ouvert dense de A.

Alors les 
n sont des ouvert de E car A est ouvert dans E.

les ensembles un = 
n [
�
E n A

�
sont donc des ouverts de E, et on véri�e sans di�culté

qu�ils sont denses dans E.

En appliquant le théorème de Baire aux un.

On obtien que
�
E n A

�
[
\
n2N


n est dense dans E, d�où on tire que
\
n2N


n est dense dans

A.
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2.3 Quelques applications de théorème de Baire

2.3.1 Application au fonction continue

Dé�nition 2.3.1 :
Soit f : E ! E 0 une application d�un espace métrique dans un autre l�oxillation de f en

x 2 E est un outile commmode pour évalluer d degré discontinuité de f en ce point, par

dé�nition, c�est le nombre (positif ou nul).

!f (x) = inf
v
� (f (v)) :

où l�inferieur porte sur tous les voissinges v de x dans E, et où

� (f (v)) = sup
y;z2v

d (f (y) ; f (z)) :

est le diamètre dans E 0 de l�image f (v) :

Proposition 2.3.2 :
Soit f : E ! E une application d�un espace métrique dans un autre.

1. pour tout " > 0 l�ensemble des x 2 E tels que !f (x) < " est un ouvert de E.

2. l�applcation f est continue au point x si est seulement si !f (x) = 0

mais l�ensemble des points tels que !f (x) > " n�est pas en générale un ouvert.

Preuve.

1. L�inégalité !f (x) < " équivant à l�éxistance d�un voisinage v de x tel que :

� (f (v)) < ":

prenons x
0 2 v alors :

v est aussi un voisinage de x; d�où

!f

�
x
0
�
� � (f (v < "))

par suite v est contenue dans l�ensemble des points où l�oxillation de f est infèrieur

a ":
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2. La dé�nition de la continuité de f au point x (�xé) peut s�écrire :

pour tout " > 0 il existe v voisinage de x tel que :

sup
y2v

d (f (x) ; f (y)) � ".

Or l�inègalitè triangulaire

d (f (y) ; f (z)) � d (f (x) ; f (y)) + d (f (x) ; f (z))

donne, en passant au sup en y et z sur v :

1

2
d (f (v)) � sup

y2v
d (f (x) ; f (y)) � d (f (v))

La continuité de f en x revient donc à dire que d (f (v)) est arbitrairement petit,

i. e : !f (x) = 0:

Théorème 2.3.3 :
Une limite simple de fonctions continues sur un complet est continue sur une partie dense.

De façon plus détaillée l�énoncé du théorème est : soient E; E
0
deux espaces métriques avec

E complet, et (fn) une suite d�application continues de E dans E; on suppose l�existence

de lim fn (x)
n�!1

= f (x) pour chaque x 2 E (convergence simple sur E). alors il existe

une partie dense de E sur la quelle f est continue cet étonnant résultat conséquence de

théorème de Baire, montre la puissance de cet outil.

Preuve.
On va appliquer deux fois le théorème de Baire

� Pour k; n entiers, k � 1 soit :

Fk;n =
\
p;q �n

�
x 2 E; d (fp (x) ; fq (x)) �

1

k

�
:

Les applications fp; fq étant continues chaque ensemble f:::g est un fermé de x;
donc aussi leur intersection Fk;n.

Fixons k dans un premier temps.
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D�aprés la convergence simple sur E des fp vers f , l�ensemble E est réunion des

Fk;n pour n 2 N par suite (corollaire 2. 2. 4 ) la réunion des intèrieurs, soit :


k =
[
n 2N

�
FK;n

est un ouvert dense de E:

� Soit x 2 
k, par dé�nition de cet ensemble il existe n et un voisinage v de x tel
que, pour tous p; q � n et tout y 2 v :

d (fp (y) ; fp (y)) �
1

k

D�ou, en prenant p = n et faisant tend q vers l�in�ni,

d (fn (y) ; f (y)) �
1

k
:

Ceci veut en particulier pour y = x d�ou, par l�inégalité triangulaire,

d (f (x) ; f (y)) � d (f (x) ; fn (x)) + d (fn (x) ; fn (y)) + d (fn (y) ; f (y))

� 2

k
+ d (fn (x) ; fn (y)) :

Comme fn est continue en x on peut quitte à rétrécir le voisinage v, supposer que

l�on a aussi

d (fn (x) ; fn (y)) �
1

k
:

Par suite tout x 2 
k admet un voisinage v tel que :

d (f (x) ; f (y)) � 3

k

pour y 2 v.
� Par une nouvelle application de Baire l�ensemble 
 =

T
k �1


k est dense dans E.

pour x 2 
 et tout k � 1 il existe v voisinage de x, tel que :

d (f (x) ; f (y)) � 3

k

c�est à dire que f est continue en x:
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2.3.2 Application aux espaces de Banach

Théorème 2.3.4 (Banach _ Steinhaus) : Soient E un espace de Banach.

E 0 un espace normé, et un : E �! E 0 des applications linéaires continues.

1. Si la suite (un) est "simplement bornée". elle est uniformément bornée sur la boule

unité . i . e : bornée en norme d�application linéaire. Autrement dit : l�hypothèse.

8x 2 E; 9 Mx;8n; kun (x)k �Mx

entraine 9 M 8x 2 E 8n; kun (x)k �M kxk

2. Une limite simple d�application linéaire continue d�un Banach dans un normé est

continue. Autrement dit si chaque un est linéaire continue sur E:

et si un (x) �! u (x) pour chaque x 2 E; alors u est continue sur E.
De plus la condition de (1)est valable pour les un:

Preuve.

1. Pour k 2 N; notons :

Fk = fx 2 E; 8n; kun (x)k � kg :

- chaque Fk est fermé dans E, car les un sont continues.

- E est la réunion (croissante) de touts les Fk, k � 0; car x 2 Fk dès que
k � M (x) : D�aprés Baire un Fk au moins contient une boule fermée B (a; r) avec

r > 0, autrement dit les applications un sont uniformement bornées par k sur cette

boule. Il n�y a plus qu�à se ramener à la boule unité par translation et homothétie :

Si kxk � 1; alors le point y = a+ rx appartient à B (a; r) � Fk d�ou pour tout n :

kun (x)k =





un�y � ar
�



 = 1

r
kun (y)� un (a)k

� 2

r
k =M:

puisque y et a appartiennent à B (a; r) : Ceci établi (1).

2. (On pounait appliquer ici le théorème (2. 3. 3), mais il est plus simple de raisoner

directement).

La convergence simple de un vers u entraine que la suite (un (x))est borneé pour
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chaque x 2 E:
d�aprè (1), il existe M tel que kun (x)k �M kxk pour tout n et tout x: En passant
à la limite pour n �! +1: on en déduite

kun (x)k �M kxk

d�ou la continuté de u:

Théorème 2.3.5 (théorème de l�application ouvert, ou des isomorphisme de
Banach) :
Soient E et E

0
deux espace de banach et u : E �! E 0:

une application linéaire continue, bijective de E sur E: alors l�application réciproque u�1est

continue.

Théorème 2.3.6 (théorème du graphe fermè) :
Soient E et E 0 deux espace de banach. et u : E �! E 0une application linèaire alors u est

continue si et seulement si son graphe est fermè dans E � E 0; i: e:�
xn �! 0 dans E
u (xn) �! y dans E 0

�
extrainent y = 0:

le graphe de u est f(x; u (x)) ; x 2 Eg � E �E 0
: Dire qu�il est fermè signi�e que, si (x; y)

est limite d�une suite (xn ; u (xn)) dans E � E
0
: alors y = u (x) :

Par linèaritè de u il su¢ t d�avoir cette proprieté pour x = 0: Il est claire que si u est

continue, son graphe est fermé.

Noter que la fonction f : R �! R dé�nie par f (x) = 1
x
si x 6= 0 et f (0) = 0 n�est pas

continue, bien que son graphe soit fermé. il est vrai qu�elle n�est guère linéaire.

Preuve.

Soit k:kE, k:kE0 les norme de E et E 0. On peut aussi muni E de la" norme du graphe"

kxk = kxkE + ku (x)kE0

si le graphe est fermé, l�espace E est encore un banach pour k:k :
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En e¤et, si (xn) est une suite de Cauchy pour la nouvelle norme elle est pour l�an-

cienne, d�ou xn ! x dans E (ancienne norme ), et (u (xn))est de Cauchy dans E 0, d�ou

u (xn) ! y dans E 0, alors y = u(x) par l�hypothése, et xn ! x au sens de la norme du

graphe.

l�application xn ! x de E muni de k:kE est bijective et continue.
par le théoréme (2. 3. 5) l�application inverse est continue, il existe donc une constante

M telle que :

kxkE � kxk = kxkE + ku (x)kE0 �M kxkE

d�ou la continuité de u : E ! E 0(pour les normes de départ).
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