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Notations :

Q : corps des nombres rationnels.

R : corps des nombres réels ou |—oo, +00|

R, : [0, 400].
R* R/ {0}.
R% : 0, +00].

C4# : complémentaire de A sur E.

R™ : L’ensemble des n tuple ordonnés (z1, xa, ....... Ty telquer; € R,Vi=1,n
k : corps des nombres réels ou corps des nombres complexes.

(u,v) : produit scalaire des vecteurs u et v.

d (A, B) : distance des points A et B.

S (A, r) : sphere de centre A et de rayon 7.

B (A,r) : boule d’ouvert de centre A et de rayon 7.

B (A,r) : boule fermée de centre A et de rayon r.
p(A) : le diametre de ’ensemble A.

lettres geréques utilisés :

A : landa.

€ : epsilon.
U : psi.

¢, ® : phi.

« : alpha.

[ : beta



Introduction Générale

Réné Baire (1874-1932) démontra ce résultat en 1899 bien que 'amériquaine william
osgood l’ait obtenue aussi des 1898, c’est pourtant le nom du francairs Baire que lui a
attaché la postérité. ce théoréme etonamant simple est un outil puissant en analyse au
conséquence parfois suprenante.

Dans un espace métrique E, un ouvert u de F est dense dans F si et seulement si
le fermé complémentaire u© est d’interieur vide si on a un nombre fini d’ouverts dense,
on vérifie facilement de proche en proche que u; N ...N uyest encore un ouvert dense. le
théoréme de Baire dans un cas on cette propriété triviale d’intersection fini peut s’etendu
au suite d’ouvert dense.

théoréme de Baire consacré dans un espace métrique complet. toute intersection dé-

nombrable d’ouverts denses dans F est dense dans E c-a-dire soit (u,)n,en une suite

d’ouvert dense dans E alors pour toute n € N | u,, = E alors ﬂun =F.

neN
Dans ce travail, nous présenterons quelques définitions bien connues et les théorémes im-

portant et trés utiles qui sont des théories de Baire dans I’espace métrique et quelques
variantes et ses applications.

L’objet du premier chapitre est donner quelques resultas fondamentaux qui concernent
les espace métrique et les espace normés qui nous permettent de meux comprendres le
contenue de ce travail.

La deuxiéme chapitre est consacré a la présentation du théoréme et quelque variantes. On
comence par definire le théoréme de fermé enboité puisque on utilise au démenstration de
théoréeme de Baire.

Enfin nous allons présenter quelques applications du théoréme de Baire dans les fonctions
continues et ’espace de Banache.



Chapitre 1

Notions et resultats préliminaires

Ce chapitre est consacré aux notions fondamentales de ’espace métrique et normée, ainsi
qu’a quelques définitions et propositions qui concerne la distance, les ensembles, suite
de Cauchy, espace métrige complet, espace vectoriel normé, espace de Banach et les
applications linéaires continus.

1.1 Distance et espace métrique

Définition 1.1.1 (distance) : Soit E un ensemble non vide quelconque.
Une distance sur E est une fonction d : E x E — R, definie sur le produit cartésien

E x E, a valeur dans I’ ensemble R, qui vérifiant les propriétés suivantes :
1. V(z,y) € E? :d(z,y) = 0=z =y (séparation)
2.V (x,y) € E*:d(z,y) =d(y,z) (symétrique)
3. Y (z,y,2) € E®:d(z,2) <d(z,y) +d(y, z) (inégalité triangulaire)

Définition 1.1.2 (espace métrique) :

On appele espace métrique un couple (E,d) constitue par un ensemble non vide et par une
distance d sur E, on dit souvent que E est muni de la distance d. un espace métrique sera
engénérale noté (E,d) ou bien Ey.



Exemple 1.1.3 : Soit E = R", x = (21,22, ...%,) et y = (y1,Y2.--Yyn). On définit les
applications suivantes :

i@y =Xl -l

“d(@y) = s (r- ).

1
2

o () = [z 2 — yl-|]
En effet, di (v,9) — 32 |os — w1l
=1

1. ¥V (z,y) e R" dy (z,y) =0 <= x =1y
di(z,y) =0 < fj|mi—yi\:0
<:>z\:xli—yj]:() 1<i<n
= 1 =Y,
= =y
2. Vx,y € R" dy (z,y) = dq (y,x)
4 (@.9) = 3 |oi

:ii(yi_xi)
=dy (y — 7)
3. ¥z, y, z€ R" dy (x —y) < dy (z,y) + di (y, 2)
b (2,2) = - (a0 — g+ 45— 2)

=1
:;Ixi—yi\JrZIy@-—zil
dy (z,2) < dy (z,y) +di (y, 2)

donc dyest une distance sur R™.

Remarque 1.1.4 :

Sur un méme ensemble E on peut définit une infinité de distance.

Définition 1.1.5 (distance équivalent) :
Soient diet dy deux distances sur le méme ensemble E.

on dit que dy et dy sont équivalentes s’il existe deux réeles o, § € R telle que :

vxayeE:a(b('xay)Sdl(x?y) SBdQ(may)



Proposition 1.1.6 :

Pour tout =, y et z des points d’un espace métrique (E,d) on a :

Preuve.
La condition 3 que vérifie la distance d nous donne :
d(z,z) —d(z,y) < d(y,z)
en utilisant la symétrique on obtient :
d(z,y) —d(z,z) < d(y,=2)
de ces deux inéquations on en déduit que :
|d(z,y) —d(x,2)| <d(y,z). =

1.2 Boules ouverts et boules fermés

Définition 1.2.1 : Soit (E,d) un espace métrique,
e On appelle " boule ouvert " de centre x et de rayon r l’ensembele de y de E dont la

distance o x est strictement inférieure a r ou la note B (x,r) on a donc :

B(z,r)={ye E/d(z,y) < r}

n "

e On appele " boule fermé de center x et de rayon r l’ensemble de y € E dont la

destance o x inférieure ou égale a r ou la note B (z,r) on a donc :

B(z,r)={yc E/d(z,y) <r}

e On appelle " sphére " de centre x et de rayon r et on note S (x,r) tq :

S(x,r)={r e E/d(z,y) =r}

Remarque 1.2.2 : Pour 0 < r < r’ou a les inclusions suivantes :

B(z,7) C B(x,7) C S (x,7).



1.3 Ensembles ouverts et Ensembles fermés

Définition 1.3.1 : Soit(E,d) est un espace métrique, soit A C E

— Ensemble ouvert : on dit que A est un ouvert dans E si :

Ve e A,3r >0tq: B(x,r) C A.

— Ensemble fermé : on dit que A est un fermée dans E si son complémentaire C

est un ouvert :

Vo € Ca,3r > Otq: B(x,7) C C4

Théoréme 1.3.2 :
Tout boule ouvert de l’espace métrique (E,d) est un ouvert, tout boule fermé de l’espace

métrique (E,d) est fermé.

Preuve.
Soit y un point de la boule ouvert B (z, )
onad(x,y) <rsionposep=r—d(z,y)>0
alors B (y,p) C B (x,r) pour la voir supposons que z € B (y, p) alors :
d(z,z) <d(z,y)+d(y,z) <d(z,y)+p=r
ce qui montre que :
z € B(z,r) de meme, si y n’appartient pas a la boule fermé B (z,7)
ona:
p=d(z,y)—r >0, B(y,p) est disjointe de B (z, ).
en effet,
considérons z € B (y,p) /B (z,r) d(z,y) < d(z,2) +d(z;y) <r+p=d(z,y).
ce qui est absurde.

donc E /B (z,7) est un ouvert et B (z,7) sera alors fermé. m

Théoréme 1.3.3 :
1. @ et E sont des parties ouverts dans E.
2. Tout réunion (quelconque) de parties ouvertes de E est une partie ouvertes dans E.

3. Toute intersection finie de parties ouverts de E est une partie ouverte de E.



Preuve.

1. Il est clair que & est un ouvert dans F
ona:VeeFE VYr>0 B(x,r)C E danc E est une ouvert de £

2. Soit (A;); c; une famille d’ouverts de £
Soitx € JA, = 3Jiecl,xze A
i€l
dr; > 0, B(.Z’,’f’i) C Al C UAz
i€l
donc :Vx e |JA;,,Ir=r>0 B(z,r;) C JA
i€l i€l
alors : |J A; est ouvert de E.
i €I
3. soit (Ai); c1m
soitzre (| A = 1<i<n,z€A
i €1l,n
Vi<i<n,3r;>0, B(x,r) C A

soit r = min (r;)

1<i <n
donc : B(x,r) C B(z,r;),Yi=1,n
B(Qf,?") - ﬂ B(l’,’l"» - ﬂ Az

1 €ln 1 €l,n

une famille d’ouverts de £

donc :
Ve e (A, Ir= min (r;), B(z,r) C () A

<i< .
1<i<n i €lm

alors : (] A;est un ouvert de E.
i €l,n

1.4 Ensembles bornées, diamétre

Définition 1.4.1 : Soit (E,d) un espace métrique, soit A C E tq A # .
On dit que A est bornée s’il existe une boule B (xo,7) tq : A C B (xo,7) (boule ouvert ou

fermé)

Proposition 1.4.2 :

1. Toute partie d’une partie bornée est bornée.

2. La réunion de deux parties bornées et bornée, et par suite il en est de méme pour

toute réunion finie.

3. Toute boule est bornée.



4. Pour qu’une partie A est bornée, il faut et il suffit qu’elle soit contenue dans une

boule :

— 51 A est contenue dans une boule, elle est bornée,
— si Aest bornée non vide (le cas A= est trivial ) :
— pour tout v € A: A C B(x,p(A));
— mais on peut également choisir le centre x € E de facon arbitraire :
AC B(z,p(A) +d(z,A))
car st :

y e Ard(r,y) < p(AU{z}) < p(A) +d(z, A).

Définition 1.4.3 :

On appele diamétre de A et on noté p (A) le nombre réel positive :

p(A)= sup d(z,y)
(z,y)eAXA

1.5 Intérieur, adhérence et densité

Définition 1.5.1 (Intérieur) :
Soit (E,d) un espace métrique, soit A C E tq: A+ .
Un point © € A est dit intérieur a A s’il existe r > 0. tq : B (x,r) C A, l'ensemble de tout

les points intérieures a A s’appelle intérieur de A et se note A :

reA = dr>0:B(x,r) C A.

Proposition 1.5.2 :

1. E=F;

2. AC A

5. (AnB) = ans.



Définition 1.5.3 (Adhérence) : Soit (E,d) un espace métrique, soit A C E.
Un point x € E est dit adhérent a A si toute boule centrée en x une intersection non vide
avec A.

L’ensemble de tous les points de E qui sont adhérents a A est appelé 'adhérence de A,

on le note adh (A) ou bien A surmonté d’une barre A.
A={r € E d(z,A) =0}
r€EA=VYr>0B(x,r)NA£D

Proposition 1.5.4 :

1. ¥ =;

2. AC A;

3. A=14;

4. AUB =AUB;

5. AcB:foch? et A C B;
6. A fermé <= A= A.

Définition 1.5.5 (Densité) : Soit (E,d) un espace métrique, soit A et B C E
— On dit que A dense dans B si B = A.
— On dit que A dense dans E si E = A.

Exemple 1.5.6 :
Q =R alors Q est dence dans R.

10



1.6 Suite de Cauchy et espace métrique complet

1.6.1 Suite de Cauchy

Soit (E,d) un espace métrique, si (u,) C (F,d) est une suite, on notera une suite

extraite de cette suite par (uy(z))nen C (E,d).

Définition 1.6.1 ( suite convergente) :
Soit (E,d) un espace métrique, soit (u,), yune suite de point de E et v € E.

on dit que (uy), cy converge ver u si on a :

Ve>03dng e NVn e Nn>ng= d(uy,u) <e

st A u e FE telque :

lim u, = u

n—oo

on dit que la suite (u,) est convergente.

Proposition 1.6.2 :

Si la suite (uy,),, oyconverge dans un espace metrique (I, d) alors la limite est unique.

Preuve.
Supposns que (u,,) est converge vers u et converge vers v dans E alors :
U, — u <= Ye>03Ing € Nn>ny=d(uy,u) <=

2
n — oo
U, — v<=V¥e>03In € Nn>n = d(u,,v) <
n — o0

soit € > 0 on choisit n tq :

£
2

n > max (ng.nq)
d(u,v) < d(u,up)+d (U, v)
< d (up,u) + d(u,,v)
<s+5=¢
alors : Ve > 0,d (u,v) <e¢ = d(u,v) =0
~— u=v N

Remarque 1.6.3 :

Tout suit extraite d’une suite convergent est converge avec la meme limite.

Définition 1.6.4 ( suite de Cauchy) :
Dans un espace métrique (E,d), on dit que que (uy),, o est une suite de Cauchy lorsqu’elle
vérifie :

Ve>0 3neN VpgeNpg>n = d(up,u,) <e.

11



Proposition 1.6.5 :

Tout suite convergente dans (E,d) est une suite de Cauchy.

Preuve.
Soit (un), cy C E tq :
limu, =u<Ve>03Ing e N:n>ny=d(u,u) <
Ve>0dn, e N:Vp>qg>ny = d(uy,u,) <e?
Sing =ng
Vp,qeN:Vp>qg>ny = p>ng = d(up,u) <
q>ng = d(ugu) <

N|™

NIM DM

d (up, ug) < d (up, u) + d (u,ug)
< d(up,u) + d(ugu)
<s+:it=¢

Ve>03dn =ng Vp>q>no:dupu,) <e

donc (u),, < yest une suite de Cauchy. m

Remarque 1.6.6 : L’invers de cette proposition est fauz.

Proposition 1.6.7 :
— Soit (un),, cy une suite de Cauchy dans l’espace métrique (E,d) si on peut extraire
une suite convergente (u,) de (un,) alors (uy,) converge vers la meme limite c’est
a dire :

lim w,, = lim u,
n—oo n—oo

— Soit (uy,) une suite de Cauchy dans (E,d) si on peut extraire une suite convergent

de (uy) alors (uy), oy converge vers la meme limite.

Proposition 1.6.8 :

Soit (E,d) un espace métrique et soit A C E alors on a :
1. Vu € A< 3 (uy), oy C A, limu, = u.

2. A est fermé <= A contenant limite de tous les suites convergents.

12



1.6.2 Espace métrique complet

Définition 1.6.9 :
Un espace métrique sur le quel les suites de Cauchy sont convergentes sera appelé "espace

complet"”.

Exemple 1.6.10 :

(N, |.|) est un espace complet.

Proposition 1.6.11 :
Soient E/ un espace et dy,dy deux distances équivalents sur E.
Alors si (E,dy) et complet, il est le meme de (E,dy) de plus toute suite de Cauchy conver-

gente pour l'un est convergente pour [’autre.

Définition 1.6.12 :
On dira d’une partie A de F' qu’elle est un sous espace complet de E si elle est compléte

pour la métrique induite de E.

Proposition 1.6.13 :
— Tout sous ensemble fermé d’un espace complet est complet.
— Tous sous espace complet d’un espace métrique est fermé.
— Tout produit finie d’espace métrique (E,d) ou i € I complet est complet pour la
métrique produit (si x = (z;) ety = (y;);c;) d(z,y) =supd (z;,y;).

13



1.7 Espace vectoriel normé

1.7.1 Espace vectoriel

Définition 1.7.1 ( espace vectoriel ) :

Sur un corps k (k = Rou C) est un ensemble E muni de deux lois (+,-) ; la loi (+) étant
une application de E x E vers E, la loi(-) multiplication par un scalaire étant une appli-
cation k X E vers E telle que :

(E,+) est groupe commutatif

VaoekVr,ye E:a(x+y) =ax+ ay.

Va,f ek Vr,y € E: (a+ §)x = ax + PBy.

Va,f ek Ve e E:(a-flz=a(f ).

VeeF:1ly-z==x.

les elements de k (respectivement E) sont appelle scalaire, le triple (E,+, L) s’ap-

SR

pelle un espace vectoriels sur la corps k.

Définition 1.7.2 :
Soit E un ensemble non vide muni d’une loi interne (+), (E,+) est un groupe commutatif

st et sulement si :
1. Ve,ye E:x+y=y+ux.
2.Vr,y,z€ B (z4+y)+z=a+(y+2).
3. deeENVNeeFlE . o+e=e+x=n1.
4. Nee E,dd eFE 2’ +r=ax+2 =e.

Remarque 1.7.3 :
L’ensemble E = R™ muni des opération habituelle d’adition de vecteur et de produit d’un

vecteurs par un scalaire est un espace vectoriel sur R.

Théoréme 1.7.4 :

Soit E un espace vectoriel, wu C E et A € k alors on a :
1. 0-u=0.
2. X-0=0.
3. (-1)-u=—u.
4. 8t:A-u=0 alors \ =0 ouu=0.

14



Définition 1.7.5 : Soit E un espace vectoriel sur k et F' une partie de E
on dit que F est un sous espace vectoriel de E si :

1. F+ .

2.Vz,ye F:(z+y) €eF

3. VaeketVere F:(ax) € F.

Définition 1.7.6 :

On dit que un espace vectoriel E est de dimention finie, s’il est engendré par une famille
de vecteur, i. e il existe un nombre fini de vecteur (ei), - ; ., linéairement indépendant
de E telle que : -

Ve e E, 3 a,as....a, €k :

n
r = E ;€

i =1
Définition 1.7.7 :

Soit E un k__espace vectoriel et soient Ey, Ey deux sous-espace vectoriel de E' on dit que
E est une somme direct de Eyet Ey on note : E = Ey @ Ey si By N Ey = {0g}.

1.7.2 Espaces vectoriels normés

Définition 1.7.8 :
Soit E un k__espace vectoriel, on appelle norme sur E une application de E dans R,

habituellement notée ||.|| verifiant les trois proprietes suivants :

1.Vxe E||z||=0< 2 =0g (homogénéité)

2. VA ek, Vr € E, || x| = || ||z]

3. Ve e ENye B |lv+y|| <|z+yl| <|z|+ vl (inégalite triangulaire).
Exemple 1.7.9 :

Sur R™ on définie les application suivantes :

n
1. Vo = (z1,.2,) € R" on a ||z]|, = Z | ;] -
i=1

-

n 2
2. Vo = (21, 2,) € R" on a |z, = (Z |$Z|2) :
i=1

3. Vo = (21, 2,) € R" onaljz|, = max |z;].
1< <n

definissent des normes équivalentes.

15



Définition 1.7.10 :
On appelle espace vectoriel norme le couple (E, ||.||)ou E est un espace vectoriel surk = R

ou C et ||.| une norme sur E.

Exemple 1.7.11 :
L’espace des nombre réels R muni de la valeur absolue x — |x| est un espace vectoriel

norme et appelée norme usuelle de R.

Définition 1.7.12 : Soit ||.||, et ||.||,deur normes sur k_espace vectoriel E.
On dit que ||.||, et ||.||, sont équivalentes et écrit ||.||, = ||.|| st et seulement s’il existe deux

constante strictement positive a et b telle que pour tout x € E on dit :

alllly < [lll; < bll-lly

Théoréme 1.7.13 :

Soit E un espace vectoriel de dimention finie alors toutes normes sur E sont équivalentes.

1.8 Espace de Banach

Définition 1.8.1 :

On appelle espace de Banach un k _espace vectoriel normé complet.

Exemple 1.8.2 :

R wusuel est un espace de Banach.

Proposition 1.8.3 :
Un k— espace vectoriel de dimension finie muni de n’importe quelle norme est un espace
de Banach.

16



1.9 Applications linéaires continues

Dans cette partie nous intéressons a l’espace des fonctions linéaires, nous allons a
norme cet espace puis a la caractériser.

Soient F, ' deux ensembles non vide.

Définition 1.9.1 :
Une application définie sur E et a valeurs dans F' est une loi qui a tout élément de E fait

corespondre un unique élément de F', si on note f cette application, [’élement associé a x

par [ est note f(x).
L’ensemble E s’appelle ensemble de départ.

L’ensemble F' s’appelle ensemble d’arrivée de f.
On note suivant une fonction f: E — F oux — f(x).

lélément y = f (x) s’appelle l'image de x par [ et x s’appelle antécédent de y par f.

Définition 1.9.2 :

e Une application f : E — I est injective si :

Vi, 20 € E: f (1) = [ (22) = 71 = 72,

e Une application f : E — F est surjective si :

Vye F JzeE: f(x)=y.

e Une application f : E — F est biyjective si :
[ est injective et surjective <= Vy € F,lx € E:y = f(z).

Définition 1.9.3 Soient f : E — F wune application A C E et B C F deux ensemble
non vide.

e On appelle image direct de A par f noteé f (A) et définie par :

f(A)={yeB,3zcA: f(z)=yt={f(vr) e B;z € A} C F.

e On appelle image réciproque de B par f note¢ f~1(B) et définie par :

f'B)={rcA ycB:f(a)=y}={zcA f(z)€B}CE
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e On appelle noyau de f, note Ker (f) le sous ensemble particulier de E tel que :

Ker(f)={z €A, f(z) =0}
1.9.1 Applications continues

Définition 1.9.4 :

Soient (E,||-|z) , (F,|‘||z) deuzx espace vectoriel normés sur le meme corpsk et A C E
ensemble non vide, et a un point de E.

soit f : E — F une application mathématiquement, on dit que f continue au point a € A

St :

Ve>0,30 >0Ve € A |z —al|p<d=||f(x) — f(a)]|p <e.

Définition 1.9.5 :

L’application f est continue sur E s’elle est continue en tout point de E.

Théoréme 1.9.6 :
L’application f est continue au point a de E si est seulement si pour si pour toute suite

(Un),, cnd’elément de E qui converge vers a dans (E, ||.||5) . la suite (f (un)),, oyconverge

vers f(a) dans (F, |.[l) et lim f (us) = f (a).

Proposition 1.9.7 :
Soit f : E — F un application, alors f est continue sur E si et seulment si I’ image

réciproque de tout fermé de F' est fermé de E.

Définition 1.9.8 : Soit f : F — F

On dit que f est uniformément continue sur E si :

Ve>0:36>0Y(r,y) € B llr—yllp <0 = |f (@)~ f Wy < < o —l.

Remarque 1.9.9 :

Tout application uniférmement continue est continue sur E. L’inverse est faur en général.
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1.9.2 Applications linéaires continues

Dans cette partie nous intéresons a l’espace des fonctions linéaires continues, nous

allons & norme cet espace puis a le caractériser.

Définition 1.9.10 : Soient E, F' deux k_ espace vectoriel sur le meme corps k (Rou C)

une application linéaire si et seulement si :

1.Ve,yeE, f(x+y)=f(x)+[(y).
2.¥Vre EVAek, f(lx)=)\f(x).

Proposition 1.9.11 :
Soit f : E — F une application linéaire alors les propriétés suivantes équivalantes :
— [ continue sur E.
— [ continue sur Og.
~ f est bornée sur B(0,1).
— f est bornée sur S(0,1),3C > 0,Vx € E,||f (2)|| < C||z||z .
— f est lipshitzienne.

Proposition 1.9.12 :

Soit f : E — F une application alors : ker (f) est un ensemble férmé de E.

Théoréme 1.9.13 :
L’application f est continue au point a de A, si et seulement si pour toute suite (u,,), .y d’élément

de A qui converge vers a dans (E,|-||), la suite (f (un)), oy converge vers f(a) dans
(-l ) -

Corollaire 1.9.14 :

On dimension finie, tout les application linéaire sont continue.

Théoréme 1.9.15 :
Pour f € Lo (E, F) on pose :
1£lzeqmr = suptfh.
r el

la fonction f € Lo (B, F) — ||F||LC(E ) €st une norme sur 'espace vectoriel L¢ (E,F),
qui appellée normé naturelle de Lo (E, F), et on a les égalites suivant :
Hf“L(E,F) = sup || f (z)]|p

z €F

=inf{c reel >0, Ve e E:|f(2)|p <clz|z}-
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Chapitre 2

Théoréme de Baire et applications

Ce second chapitre trés important nous allons presenter le théoréeme de Baire et quelque
application, il ne contient qu'un seul théoréme, mais il est fondamental, c’est le théoréme

de Baire (pour tout n € N @, = E alors ﬂun =FE).
neN

2.1 Théoréme de fermés emboites

Définition 2.1.1 :
Soient (E,d) un espace métrique complet, (un), cyune suite décroissant de fermés non

vides de E tel que le diamétre des u,, tend vers 0 quand n tend vers oo, cest _a_ dire :

p(uy) = sup d(z,y) — 0
(z,y)Eun

Alors il existe | € E tel que :

(Nun = {1}
neN
Preuve.
Existance :
Pour tout n € N, u,, # ¢, donc il existe z,, € u,
soient p,q € N avec ¢ < pon a:
d(xp,z4) < p(ug) — 0

g—+00
Donc la suite (z,,) ainsi construite est de Cauchy a terme dans E complet, donc il existe
[ € E tel que x,, — [ puis comme :

n——aoo

Vm € N, (z,,) est & terme dans u,, & partie d'un certain rang (au pire m), avec u,, fermé
? )
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onal € uy,

donc:l e ) up
n €N
L’unicité :

soit k € [ un
n €N

Vn eN (k1) eu2 = 0<d(k1) < p(u,) —0

n—->—+00
= d(k,)=0= K =1

D’ou 'unicité. m

2.2 Théoréme de Baire

Définition 2.2.1 :
Soit (E, d) un espace métrique complet, et soit (uy),, yune suite d’ouverts de E. Si tous les

ouverts u, sont dense dans E. Alors G = () u, est encore dense dans E, En particulier
n €N
on : (u, # .

ﬂun:E

neN

Preuve.
Il s’agit de montrer que pour si © € E est un ouvert non vide.
Alors G Nu # @. Fixon un tel ouvert wu.
Comme uq est un ouvert dense de E ’ensemble ug N u est un ouvert non vide.
Soit ¢ € (ug Nu) et choisissons ry < 270 tel que :
B (x9,79) C (ugNu) Comme uy est dense dans E, I'ensemble %y N v est un ouvert non
vide.
Soit g € (ug Nu) et choisissons 7y < 279 tel que : B (xg,70) C (ug Nu).
Comme u; est dense dans E, on a u; N B (xg,79) # @ on peut donc trouver ziet r; < 271
tel que :
B (x1,71) C (B (z0,70) N1y) C (B (20,70) Nty N10)
Par récurence :
on voit qu’on peut construire une suite de boules ouvertes B, = B (x,,r,) vérifiant les

propriétés suivantes :

Byuy1 CBpeveeviiie (1)

T <27, (2)

B, C (U N U e, (3)

D’apreés (1) et (2) et le théoréme des fermés enboités, on a alors ﬂﬁn # @. D’apres (3)

neN
ondéduit GNu# <. m
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Remarque 2.2.2 :

On dit que un espace métrique E est un espace de Baire s’il verifie le théoréme de Baire.

Corollaire 2.2.3 :
Si un espace métrique complet (E,d) sécrit comme reunion dénombrable de férmé, alors
au, moins un de ces férmé est d’interieur non vide.

plus formellement, soit (E,d) un espace métrique complet et (u,)

E:Uun

nen » une famille dénom-

brable tel que :

alors In € N, u, # @.

Preuve.
Supposons par ’absurde Vn € N, u; = & alors :
VneN,E\u,=E\u=E\@=FE
donc on peut appliquer le théoréme de Baire aux F \ u, = ﬂ E\u,=FE
neN

or £ = Uun:Q,E\Uun: ﬂE\un, et donc : ﬂE\unzﬁ

neN neN neN neN
d ’on une contradiction. m

%]

Corollaire 2.2.4 :
Soit (E,d) un espace métrique complet, si u,est suite des fermés de E telle que UNun =F
ne

alors w = Uu;, est un ouvert dense dans E.

Preuve.

L’ensemble 2 est ouvert en tant que réonion d’ouvert de plus on a :
neN neN neN
les ensemble C,, = u,,\ u,sont des férmés des intérieurs vide.
donc : £\ Q C U C), | est égamement d’intérieur vide d’aprés le théoréeme de Baire.

neN
par conséquent, €2 est dense dans F£. m
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Corollaire 2.2.5 :
Si (E,d) est un espace métrique complet, alors tout fermé de E est un espace de Baire,

et tout ouvert de E également.

Preuve.
Un fermé de E est complet pour la distance d, donc est un espace de Baire.
Si u est un ouvert de E, on a vue qu’il existe une distance d sur u équivalente a d telle
que (u,d) soit complet, donc u est un éspace de Baire.
On peut aussi démontrer le résultat directement :
si (€2,,) est une suite d’ouvert dense de A.
Alors les 2,, sont des ouvert de E car A est ouvert dans E.
les ensembles u,, = €2, U (E \ Z) sont donc des ouverts de F, et on vérifie sans dificulté
qu’ils sont denses dans F.
En appliquant le théoréme de Baire aux u,,.
On obtien que (E \ Z) U ﬂQn est dense dans F, d’ou on tire queﬂQn est dense dans

neN neN

A.
|
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2.3 Quelques applications de théoréme de Baire

2.3.1 Application au fonction continue

Définition 2.3.1 :
Soit f : E — E' une application d’un espace métrique dans un autre l’ozillation de f en
x € E est un outile commmode pour évalluer d degré discontinuité de f en ce point, par

définition, c’est le nombre (positif ou nul).

wy (z) = infp (f (v)).

ot l'inferieur porte sur tous les voissinges v de x dans E, et ot

p(f(v)) = supd(f(y) , f(2)).

Y,2EV

est le diamétre dans E' de l'image f (v).

Proposition 2.3.2 :

Soit f : E — E une application d’un espace métrique dans un autre.

1. pour tout € > 0 l'ensemble des x € E tels que wy (v) < € est un ouvert de E.

2. Uappleation f est continue au point x si est seulement si wy (x) =0

mais l’ensemble des points tels que wy (x) > € n'est pas en générale un ouvert.

Preuve.

1. L’inégalité wy (x) < € équivant & I'éxistance d’un voisinage v de z tel que :

p(f () <e

I
prenons r € v alors :

v est aussi un voisinage de x, d’ou

wr () < p(f (v <2))

par suite v est contenue dans ’ensemble des points ou 'oxillation de f est inferieur

a E.

24



2. La définition de la continuité de f au point = (fixé) peut s’écrire :

pour tout € > 0 il existe v voisinage de x tel que :

sup d (f (z), f (y)) <e.

IS
Or l'inegalite triangulaire

d(f (), f(2) <d(f(x),f)+d(f(z), f(2))

donne, en passant au sup en y et z sur v :

547 () < swp d(f (), ] () < d(F ()

S
La continuité de f en x revient donc a dire que d (f (v)) est arbitrairement petit,
i.e:wys(r)=0.

Théoréme 2.3.3 :

Une limite simple de fonctions continues sur un complet est continue sur une partie dense.
De facon plus détaillée U'énoncé du théoréme est : soient E, E' deuz espaces métriques avec
E complet, et (f,) une suite d’application continues de E dans E, on suppose [’existence

de lim f,, () = f(x) pour chaque v € E (convergence simple sur E). alors il existe

n—:aoo

une partie dense de E sur la quelle f est continue cet étonnant résultat conséquence de
théoréeme de Baire, montre la puissance de cet outil.

Preuve.

On va appliquer deux fois le théoréme de Baire

— Pour £, n entiers, k > 1 soit :

Fo= () {ze b ath @ f@n <y |

p,g 2n

Les applications f,, f, étant continues chaque ensemble {...} est un fermé de z,
donc aussi leur intersection Fj, ,,.

Fixons k& dans un premier temps.
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D’aprés la convergence simple sur £ des f, vers f, 'ensemble E est réunion des

Fy ., pour n € N par suite (corollaire 2. 2. 4 ) la réunion des intérieurs, soit :

Qk: = U FK,n
n €N
est un ouvert dense de F.
Soit © € (), par définition de cet ensemble il existe n et un voisinage v de x tel
que, pour tous p,q > n et tout y € v :

] =

d(fp (y) Ip () <

D’ou, en prenant p = n et faisant tend ¢ vers l'infini,

d(fu(y), fy) <

| =

Ceci veut en particulier pour y = = d’ou, par I'inégalité triangulaire,

IN

d(f (x), f(y)) d(f (@), fu (@) +d(fo (@), fu () +d(fa ), f(Y))

+d(fu (@), fu(y))

IN

2
k

Comme f,, est continue en = on peut quitte a rétrécir le voisinage v, supposer que

l'on a aussi

d(fu(z), fu(y)) <

| =

Par suite tout z € ) admet un voisinage v tel que :

3
A @) f ) < 5
pour y € v.
Par une nouvelle application de Baire 1’ensemble Q = () € est dense dans F.

k>1
pour z € ) et tout k£ > 1 il existe v voisinage de x, tel que :

> w

d(f (), f(y) <

c’est a dire que f est continue en z.
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2.3.2 Application aux espaces de Banach

Théoréme 2.3.4 (Banach _ Steinhaus) : Soient E un espace de Banach.

E’ un espace normé, et u,, : E — E’ des applications linéaires continues.

1. Si la suite (u,) est "simplement bornée". elle est uniformément bornée sur la boule

unité . i . e : bornée en norme d’application linéaire. Autrement dit : [’hypothése.

Vo e E,3 M, Vn,||u, (z)] < M,

entraine 3 M Nz € E Vn, ||u, (z)|| < M ||z||

2. Une limite simple d’application linéaire continue d’un Banach dans un normé est
continue. Autrement dit si chaque u,, est linéaire continue sur E.
et si u, (xr) — u(x) pour chaque x € E, alors u est continue sur E.

De plus la condition de (1)est valable pour les w,,.

Preuve.

1. Pour k£ € N, notons :
Fy, ={x € E,Vn,|u, ()| < k}.

- chaque F}, est fermé dans FE, car les u,, sont continues.

- E est la réunion (croissante) de touts les Fy, k > 0, car x € Fj, dés que

k > M (z). D’aprés Baire un Fj, au moins contient une boule fermée B (a,r) avec
r > 0, autrement dit les applications u,, sont uniformement bornées par k sur cette
boule. Il n’y a plus qu’a se ramener a la boule unité par translation et homothétie :

Si ||| < 1, alors le point y = a + rz appartient & B (a,r) C F}, d’ou pour tout 7 :

w (0] = 5 ) = @

r

[un (@) =

2
< —k=M.
”
puisque y et a appartiennent & B (a,r). Ceci établi (1).
2. (On pounait appliquer ici le théoréme (2. 3. 3), mais il est plus simple de raisoner
directement).

La convergence simple de u,, vers u entraine que la suite (u,, (x))est borneé¢ pour
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chaque x € E.
d’apre (1), il existe M tel que ||u, (x)|| < M ||z|| pour tout n et tout x. En passant
a la limite pour n — 400. on en déduite

[un ()] < M ||

d’ou la continuté de wu.

Théoréme 2.3.5 (théoréme de l’application ouvert, ou des isomorphisme de
Banach) :
Soient E et E' deux espace de banach et u: E — E'.

1

une application linéaire continue, bijective de E sur E. alors ’application réciproque u™"est

continue.

Théoréme 2.3.6 (théoréme du graphe fermeé) :
Soient E et E' deux espace de banach. et u: E — E'une application linéaire alors u est

continue si et seulement si son graphe est fermé dans E X E', i. e.

z, — 0 dans F
U

, pextrainent y = 0.
(x,) — y dans E } Y

le graphe de u est {(z,u(x)),r € E} C E x E'. Dire qu’il est fermé signifie que, si (z,vy)
est limite d’une suite (z, ,u(x,)) dans E x E'. alors y = u (z) .

Par linéarité de u il suffit d’avoir cette proprieté pour x = 0. Il est claire que si u est
continue, son graphe est fermé.

Noter que la fonction f : R — R définie par f () =+ six # 0 et f(0) = 0 n'est pas

x
continue, bien que son graphe soit fermé. il est vrai qu’elle n’est guére linéaire.

Preuve.

Soit ||.|| g, ||-|| 5 les norme de E et E'. On peut aussi muni £ de la" norme du graphe"

2]l = llzll 5 + [l ()| &

si le graphe est fermé, l'espace E est encore un banach pour .|| .
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En effet, si (z,,) est une suite de Cauchy pour la nouvelle norme elle est pour ’an-
cienne, d’ou x,, — = dans E (ancienne norme ), et (u(z,))est de Cauchy dans E’, d’ou
u(z,) — y dans F’, alors y = u(z) par 'hypothése, et x, — x au sens de la norme du
graphe.

'application z,, — = de E muni de ||.||; est bijective et continue.
par le théoréme (2. 3. 5) application inverse est continue, il existe donc une constante
M telle que :

el g < llell = llzllg + llu (@)l g < M jz]lg

d’ou la continuité de u : £ — E’(pour les normes de départ). m
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